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МАРКОВСЬКА МОДЕЛЬ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ В УПРАВЛІННІ  

РОЗГАЛУЖЕНО�ЦИКЛІЧНИМИ ТЕХНОЛОГІЧНИМИ ПРОЦЕСАМИ 

Розглянуто проблему побудови моделі для циклічних технологічних процесів та розроблено мар-
ковську модель прийняття рішень в управлінні розгалужено-циклічними технологічними процесами, 
яка дозволяє здійснювати оптимізацію за критерієм мінімального ризику.  

Вступ 

Циклічні технологічні процеси широко використовуються у всіх галузях виробництва. Во�
ни характеризуються замкненою технологічною схемою, за якої процес повертається на поча�
ткову стадію. Протягом одного циклу технологічного процесу початкова форма продукту 
може доводитися або до кінцевої, або до проміжної форми, придатної для подальшої обробки. 
На цьому етапі необхідно прийняти рішення щодо переходу до наступної стадії. Складність 
алгоритму прийняття рішень залежить від структури технологічного процесу. Зокрема, на 
відміну від розгалужених деревоподібних процесів, в циклічних технологічних процесах мо�
же відбуватися багатократне повернення до виконання певних стадій процесу [1].  

Актуальність 

Проблема побудови моделі для циклічних технологічних процесів є актуальною, оскільки 
існує складність контролю та регулювання в автоматизованих системах управління техноло�
гічними процесами циклічного типу. Основними параметрами контролю і регулювання є: 
змінні фізичного стану продукту (температура, розмір, вага, колір тощо), змінні стану облад�
нання та час виконання окремої стадії технологічного процесу.  

Мета роботи полягає у побудові моделі прийняття рішень під час управління розгалуже�
но�циклічними технологічними процесами (РЦТП) на основі марковської моделі. 

Для досягнення поставленої мети необхідно реалізувати такі задачі дослідження: 
— розробити марковську  модель управління розгалужено�циклічними технологічними 

процесами; 
— оптимізувати алгоритми пошуку мінімального ризику в процесі управління РЦТП; 
— використати розроблену модель у комплексі з операторним методом для моделювання 

систем в умовах невизначеності. 

Аналіз стану проблеми 

Для створення автоматизованих систем управління технологічними процесами досить 
зручно використовувати марковські процеси, які дають змогу обчислювати ймовірність пере�
ходу до наступної стадії в залежності від поточного стану та прийнятого рішення. В наш час 
теорія марковських процесів перетворилася на велику і розгалужену частину математики, яка 
отримала величезну кількість різних застосувань у багатьох галузях [2]. 

За загальною класифікацією марковські процеси є спеціальним видом випадкових проце�
сів. Проте вони займають особливо важливе місце серед інших видів випадкових процесів. Це 
пояснюється, в основному,  двома обставинами:  по�перше,  для  марковських  процесів  добре 
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розроблений математичний апарат, що дозволяє вирішувати змістовні завдання, і по�друге, за 
допомогою марковських процесів можна описувати точно або наближено поведінку низки 
реальних систем і пристроїв [3]. 

РЦТП є процесом зміни стану предмета виробництва у просторі і часі. Хід і результати ви�
конання окремих підпроцесів залежать від вхідних параметрів предмета виробництва і не 
залежать від того, якими засобами і як ці параметри предмета виробництва отримані. Тому 
можна припустити, що РЦТП може бути описаний марковською моделлю. 

Модель марковського процесу представлено у вигляді графа. Кожен перехід характеризу�
ється ймовірністю переходу . Ймовірність ijP ijP   показує, як часто після попадання в i�й стан 

здійснюється потім перехід в j�й стан. Такі переходи відбуваються випадково, але якщо вимі�
ряти частоту переходів за досить великий час, то виявиться, що ця частота буде збігатися із 
заданою вірогідністю переходу [5]. 

Нехай кожний елемент системи може перебувати в одному зі станів, що утворюють мно�
жину допустимих станів цього елемента . Множина станів для елемента визначається, ви�

ходячи з призначення системи. Якщо стан елемента залежить тільки від попереднього стану і 
не залежить від попередньої історії, то послідовність станів є марковським ланцюгом [6]. 

iS

Марковський ланцюг називається неоднорідним, якщо перехідні ймовірності (хоча б одна) 
залежать від номера кроку k. 

У цьому випадку перехідні ймовірності будемо позначати ( )ijp k . Тоді і матриця перехід�

них ймовірностей буде залежати від k 
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тобто матриця для кожного  є стохастичною. 1, 2,k = …
Для неоднорідного марковського ланцюга вектор�рядок ймовірностей станів  

          ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , 1 , , 1 * , 1, 2,n np k p k p k p k P k k= − − =… … … .   (2) 

Для неоднорідного марковського ланцюга має місце така формула:  

            ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , 0 , , 0 1 2 , 1, 2, .n np k p k p p P P P k k= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =… … … …    (3) 

У неоднорідному марковському ланцюзі перехідні ймовірності ( )ijp k  (хоча б одна з них) і 

матриця перехідних ймовірностей  залежать від номера k. ( )P k

Імовірності станів ( ) ( )1, 2,...ip k i =  неоднорідного марковського ланцюга на кожному кроці 

k обчислюється або за рекурентною формулою (2), або за формулою (3), де ( ) ( )( )1 0 , , 0np p…  

— вектор початкового розподілу ймовірностей станів системи [9].  
Нехай  — максимальна кількість станів елементів в системі. Позначимо через  ймовір�

ність переходу елемента із стану  в стан . Тоді ймовірності переходів елемента з одного 

стану в інший описується матрицею 
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— структури РЦТП у вигляді матриці переходів між підпроцесами S;  

Розробка та алгоритмізація математичної моделі  

Модель управління РЦТП на основі прийняття рішень наприкінці стадій складається з 
моделей [4]: 
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— моделей окремих підпроцесів: 

( )вих вх ,і i і iX F X= t ,     1... ,i N=  (7) 

де N — кількість підпроцесів; вх іX  — вектор вхідних характеристик і�го підпроцесу; вих іX  — 

вектор вихідних характеристик  підпроцесу; t  — час виконання і�го підпроцесу; 

— процесу прийняття рішень: 

 і�го i

( )вих ,i i і i
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 d R X t= ;   ( , )ij D S d= , (8) 

де  — рішення, яке приймається по завершенню і�го підпроцесу;  — вирішальне правило; 

 прийматися рішення [7]: 
рейти до наступної;  

адії і вико�
на

ає рішення за простим правилом, тобто умовою прийнят�

тя

id iR

j — номер наступного підпроцесу.  
Наприкінці стадії РЦТП можуть
1) двохальтернативні рішення: продовжувати стадію або пе
2) трьохальтернативні рішення: продовжити стадію або перейти до наступної ст

ти підпроцес А або підпроцес В. 
Звичайно оператор РЦТП прийм

 рішення i
jd  є вих i

j
і d

X ∈Θ . Стан процесу на момент прийняття рішення на основі даних 

контролю можна описати вектором { }1 2,i ip p  для двохальтернативного рішення і вектором 

{ }1 2 3, ,i i ip p p  — для трьохальтеративн

 

ого: 
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і id j

i
j і

X
p X

∈Θ
= β∫ іdX ; (9) 

де ( )вихіXβ  — функція невизначеності вихідних параметрів i�го підпроцесу. 

Відповідно матриці переходів { }i
jkp  будуть мати розмірності [2, 2] і [3, 3]. Приймаючи рі�

шення, оператор РЦТП звужує підмножину { }, 1...L l n  можливих шляхів завершення

процесу. Кожний з таких шляхів характеризує тю та втратами. Критерій опти�
мального управління РЦТП залежить від мети процесу та обмежень. Для байєсівських задач 
найпоширенішим є критерій мінімального ризику. На його основі оптимізуються межі пара�
метрів i

ν= ν =
ться ймовірніс

 

jd
Θ . У загальному випадку критерій мінімального ризику має вигляд 

( ) ( ): mini
j id j

d
l P l g lν ν

Θ

⎡ ⎤
ν ν⎡ ⎤Θ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦� ,     (10) 

де  — оптимальна послідовність підпроцесів (шлях), якій відповідає шукана сукупність меж 

рів 

lν�

парамет i
jd

Θ⎢ ⎥⎣
⎡ ⎤

⎦
, за якими приймаються рішення ( [ ]1,i N∈  — індекс підпроцесу, [ ]1, ij m∈  — 

ше  — кількість альтернатив на iіндекс рі ння; mi �му кроці); ( )P lν  — ймовірні ії сть реалізац

шляху l ; (ν )g l втрати на шляху lν ν  — ν . 

Розв’ же ачу оцінювання ймовір ося мо зад н ті реалізації шляху lν . Алгоритм пошуку мінімуму ризику 

(усереднених втрат) та оптимальної реалізації lν�  для визначеної функції втрат має вигляд. 

Алгоритм 1 

1 хунок ймовірності P1 і втрат g1 для шляху . 1ν = . Розра 1l ; 

2. Pmin 1 1G g= •  і 1l lν =� ; 

3. inc ( )ν ; 

4. Роз у  і втрат gν  для шляху lν ; рах нок ймовірності Pν
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5. Якщо min y yG P g> • , то mi y yG P g= • 1l lν і =� ; n

6. Якщо ернутv n< , то пов ися до 3; 
 з ви

Йм

7. Кінець веденням lν� . 
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овірність ( )вихvP P l Xν=  іі  втрати ( )вих іg l Xν ν  залежать від параметрів стану РЦТП 

вих і  і зовнішні є не повніс ими. Це призводить до невизначеності 

альної реалізації lν� . Для оцінювання функції невизначеності 

X х впливів, отже тю визначен

оптим ( )вих іl Xνβ �  запишемо 

алгоритм пошуку мінімуму в алгебраїчній формі [8] 
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Перетворення алгоритмічної форми моделі на операторну [8] дозволяє визначити 

1 2 1 1 вих 1 вих( ) : (1),( ) : , ,і іM A B E C v E C f l X l X=

( )вих іl Xν�  на основі ( )Pβ  і (β )gνβ � .  

раУ таблиці наведено опе торні моделі основних елементів алгоритмічної і операторної 
мо

Операторні моделі основних елементів ПЗД 
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Продовження табл.

Е Алгоритмічна форма 
(R�форма) 

Операторна форма 
(G�форма) 

Порядок 
оператора 

лемент 
моделі 

Примітка 

m 

m — кількість 
форму

ітерацій за 
лою Якобі 

( )ln 1
1

ln

e a b
m

a

⎡ ⎤⋅ − ⋅⎣ ⎦= − ; 

a  — норма вектора 

( )
( )

1

2 0

3

4 0

: (0, );( , )

: ( );( )Цикл з 
ітерацією ( : ( );( );

( )) e|_2

E C x x

E C N x x

x w x x− <

 

E C e x e

( ){ } ( )(1) m
N eΦ β  

коефіцієнтів моделі N; 
b  — модуль вільного 

члена; 
— ка e   допустима похиб

1

3

4

( ) ( : (1);( ))

( : ( 1);( );( ))

( )|_2A(E)

F

M A B E C i

M E C i i i

w i m

=

+

<

 ( ) ( ){ }MF
n

FΦ = Φ   
1

4
F

m

M i
i

S n
=

= +∑
 

р�
но сть 

циклу) 

m — розмірність векто
го оператора (кратні

max[ ]
F FM M in n=  

Цикл з  
параметром 

Визначимо матрицю переходів марковської моделі 

 

⎡

( )
⎤

( ) вих: , і id j

l i k l Xν ν∈ ∈Θ
вих вих/i

jk і іp l X dXν
⎢ ⎥= β⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∫ � .     (11) 

Запишемо ітераційний алгоритм оптимізації меж параметрів 

� �

Θ
ijd  з використанням мар�

ковської моделі за умови обмежень на кількість повторів кожного підпроцесу і загальну кіль�
кість циклів. Основою алгоритму є модель РЦТП, яка складається з моделей (1). 

Алгоритм 2 

1. Визначення функції невизначеності вихідних параметрів i�го підпроцесу ( )вих іX

нь на кіль�

β ; 

2. Ви ни шляхів завершення РЦТП з урахуванням обмеже
лів; 

значення множи
кість цик

1
, : i

ji j∀ β3. Встановлення початкових значень функції невизначеності альтернатив 
im

зрахунок вект

= ; 

4. Ро ора ймовірностей станів i
jp⎡ ⎤

⎣ ⎦  за (9);  

5. Розрахунок ймовірності кожного шляху Pν . 

5.1. Якщо сума модулів різниць jpi⎡ ⎤
⎣ ⎦  п чного і пото опереднього кроків ітерації 

изначеності параметрів між точками 
 мод

форму; 

менша ε , то вихід; 
5.2. Розрахунок перетворень функцій нев

розгалужень РЦТП на основі елей послідовних операцій (1), перетворе�
них на операторну 

5.3. Розрахунок матриці перехідних ймовірностей jkpi⎡ ⎤
⎣ ⎦  за (11); 

Розрахунок ймовірностей переходів i i ip p p5.4. jk jk
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ; 

5.5. i
kP pν = ∏ ; 

,i k lν∈

6. Р

находжен кцій невизначеності втрат 

озрахунок втрат на кожному шляху: 

( ) ( ) ( )вх вх
i i i ig g G X Xν ν

⎡ ⎤β = Φ = ⋅β⎣ ⎦ ; i6.1. З ня фун
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6.2. Перетворення ( ) ig l g
i lν∈

ν ν ν= ∑  на операторну форму; 

6.3. Розрахунок ( )gνβ ; 

7. П меж рішень з
8. Повернення до 5; 
9. К

Як ечення його збіжності важливо, 
щоб пинення ітераційного процесу ε був більшим за обчислювальну 
похибку, яка виникає переважно під час виконання розрахунків на кроках 5.2  і  6.1. 

хнологіч�
ними процесами. Така модель дозволяє з ізацію за критерієм мінімального 
ризику. Запропоновано алгоритми пошук ого ризику в процесі управління РЦТП, 
як

им процесом / В. М. Ду-
бовой, І. В. Пилипенко // Інформаційні технології та комп’ютерна інженерія : тези доп. Третьої Міжнар. наук.-практ. 
конф. м. Вінниця, 29—31 травня 20
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Ðåêîìåíäîâàíà äî äðóêó 27.11.12 

Дубовой Никитенко Олена Дмитрівна — старший 
викладач. 

Êàôåäðà êîìï’þòåðíèõ ñèñòåì óïðàâë³ííÿ;  

ошук оптимальних а Алгоритмом 1; 

інець. 
 вже зазначалося, алгоритм 2 є ітераційним. Для забезп

обраний критерій при

Висновки 

В роботі розроблено марковську модель управління розгалужено�циклічними те
дійснити оптим

у мінімальн
і дають змогу мінімізувати цей ризик.  
Застосований підхід для оцінки ризику РЦТП можна використовувати для будь�якого тех�

нологічного процесу циклічно�розгалуженого типу в умовах невизначеності вхідних парамет�
рів і результатів контрольних операцій. 

Використання такої моделі у комплексі з операторним методом моделювання систем в умовах 
невизначеності є перспективним для управління широким класом РЦТП. 
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