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ОПТИМІЗАЦІЯ РУХУ ПОРОЖНЬОГО ЕЛЕКТРИЧНОГО  
ТРАНСПОРТНОГО ЗАСОБУ НА СПУСКАХ І ПІДЙОМАХ 
Побудовано математичні моделі оптимального руху порожнього електричного транспортного 

засобу на підйомах і спусках за критерієм мінімуму витрат електроенергії в умовах дотримання 
графіку руху. 

Постановка задачі і вихідні передумови.  

В роботі [1] для розв’язання задачі оптимізації руху електричного транспортного засобу ко-
лією, прокладеною на місцевості зі складним рельєфом, запропоновано здійснити декомпози-
цію цієї задачі на підзадачі оптимізації руху цього електричного транспортного засобу на 
окремих відрізках колії, рух на яких здійснюється за одних і тих же умов, тобто: на відрізках 
горизонтального прямолінійного руху, на відрізках руху на спусках і підйомах та на відрізках 
руху на закругленнях колії. Отримані рішення в процесі розв’язання підзадач оптимізації про-
понується поєднати між собою граничними умовами. 

Виходячи із математичних моделей, запропонованих в роботах [2, 3], в роботі [4] отримані 
математичні моделі руху, оптимального за критерієм мінімуму витрат електроенергії, незаван-
таженого електричного транспортного засобу по горизонтальному прямолінійному відрізку 
колії у вигляді моделі відносного струму якоря електродвигунів тягового електропривода еле-
ктровоза 

 ( )( )1 1 2

2
2 2 1 2

2 2
2 22 0

1 2
3 39 C f f v

b b f f v
i

a aa e Cτ+ +

 +
= − −   − 

 (1) 

та моделі відносної лінійної швидкості руху транспортного засобу 
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методика визначення коефіцієнтів kg  та поліномів Лагерра ( )kL τ  в яких наведена в роботі [4], 
а вирази переходу від відносних одиниць до іменованих — в роботі [5]. 

В цій роботі буде показано, яких змін набуде математична модель (1) в разі оптимізації ру-
ху незавантаженого електричного транспортного засобу на спуску та підйомі, тобто на відріз-
ках колії відповідно AC  і DM  в позначеннях рис. 1 роботи [1]. Зауважимо, що структура 
математичної моделі (2) для лінійної швидкості незавантаженого електричного транспортного 
засобу і для цього випадку руху не зміниться, тож на визначенні її параметрів зупинятись у цій 
статті не будемо. 

Розв’язання задачі 
Спочатку розглянемо спуск незавантаженого електричного транспортного засобу по відрізку 

AC . 
Для зручності відтворимо на рисунку цієї статті рис. 3 роботи [3]. 
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Сили, що діють на вагон під час руху: 
а — по горизонтальній площині; б — на спуск; в — на підйом 

З рисунку випливає, що за наявності в складі електричного транспортного засобу електровоза 
та ( 1)n −  вагонів гальмівна сила ГF  усього транспортного засобу (якщо не враховувати опір пові-
тряних мас, який залежить від лінійної швидкості V ) після того, як останній його вагон піде на 
спуск, складатиме 
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де iP  — вага i -го вагона; γ  — кут нахилу площини спуску до горизонтальної площини, який 
дорівнює куту між силою ваги та перпендикуляром до площини спуску, а k  — коефіцієнт тертя 
кочення стального колеса по стальній рейці. 

Якщо ж опір повітряних мас, залежний від лінійної швидкості електричного транспортного за-
собу, в гальмівній силі враховувати, то, як показано в роботі [3], з’являться складові, пропорційні 
лінійній швидкості та її квадрату, тобто загальніша модель гальмівної сили матиме вигляд 
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де БiS  — площа бічної поверхні i -го вагона; Л1S  — площа лобової поверхні електровоза; k∗ , k∗∗  
— розмірні коефіцієнти пропорційності відповідно між силою та добутком площі на швидкість і 
добутком площі на квадрат швидкості. 

З урахуванням виразу (4) та результатів, отриманих у роботах [3, 5], математичну модель дина-
міки руху електричного транспортного засобу на спуску можна записати у вигляді: 
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або (у відносних одиницях) — 
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а усі інші коефіцієнти і змінні мають той самий зміст, що і відповідні коефіцієнти та змінні, наве-
дені в роботі [5]. 

Порівнюючи рівняння (6) цієї статті з рівнянням (2) роботи [5], бачимо, що вони відрізняються 
лише тим, що у правій частині рівняння (6) стоїть член ( )0 00cos sinf fγ − γ  замість 0f , а структура 
обох рівнянь є однаковою. А це означає, що і структури моделей оптимального струму та оптима-
льної швидкості теж будуть однаковими, але коефіцієнти 0C , 1C  моделі оптимального струму 
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залежатимуть не лише від коефіцієнта 0f , але і від коефіцієнта 00f  та кута γ  і знака між складо-
вими з 0f  та 00f , оскільки вони визначатимуться не з системи рівнянь (34), (35) роботи [5], а з 
аналогічної, але трансформованої системи рівнянь: 
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Тож для визначення оптимального струму тягового електропривода під час руху незавантаже-
ного електричного транспортного засобу на спуску з заданою лінійною швидкістю, яка є функцією 
граничних умов, необхідно знайдені із системи рівнянь (8), (9) значення коефіцієнтів 

 ( ) ( )0 0 00 1 1 00, , ; , ,C C f C C f= γ − = γ −  (10) 

підставити у вираз (1). 
Дамо фізичну інтерпретацію отриманого результату. Внаслідок нахилу площини спуску на кут 

γ  сила тертя кочення, яка є пропорційною силі ваги і нормальною до площини кочення, зменшу-
ється, і одночасно за рахунок тангенціальної складової сили ваги з’являється додаткова сила тяги. 
Тож для підтримання заданої лінійної швидкості на спуску необхідно зменшувати силу тяги, ство-
рювану тяговим електроприводом електровоза, що досягається заміною коефіцієнтів 0C , 1C  в 
моделі струму (1) їх значеннями з множини (10). 

Тепер розглянемо рух незавантаженого електричного транспортного засобу на підйом по відрі-
зку DM . 

Із рисунку видно, що за наявності в складі електричного транспортного засобу електровоза та 
( )1n −  вагонів гальмівна сила ГF  усього транспортного засобу (якщо не враховувати опір повіт-
ряних мас, який залежить від лінійної швидкості V ) після того, як останній його вагон піде на 
підйом, складатиме 
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Тож за аналогією з викладеним вище математичну модель динаміки руху незавантаженого еле-
ктричного транспортного засобу під час руху на підйом можна записати у вигляді 
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або (у відносних одиницях) —  
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А це означає, що і модель оптимального струму тягового електропривода під час руху незаван-
таженого електричного транспортного засобу на підйом буде за структурою такою ж самою, як і 
під час руху по горизонтальній площині, проте коефіцієнти 0C , 1C  моделі оптимального струму, 
як для спуску, залежатимуть не лише від коефіцієнта 0f , але і від коефіцієнта 00f  та кута γ  і знака 
між складовими з 0f  та 00f , оскільки вони визначатимуться не з системи рівнянь (34), (35) роботи 
[5], а з аналогічної, але трансформованої системи рівнянь 
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Тож для визначення оптимального струму тягового електропривода під час руху незавантаже-
ного електричного транспортного засобу на підйом з заданою лінійною швидкістю, яка є функці-
єю граничних умов, необхідно знайдені з системи рівнянь (14), (15) значення коефіцієнтів 
 ( ) ( )0 0 00 1 1 00, , , , ,C C f C C f= γ + = γ +  (16) 
підставити у вираз (1). 

Дамо фізичну інтерпретацію і цьому результату. Внаслідок нахилу площини підйому на кут γ  
сила тертя кочення, яка є пропорційною силі ваги і нормальною до площини кочення, під час під-
йому, як і під час спуску, зменшується, але одночасно за рахунок тангенціальної складової сили 
ваги з’являється додаткова гальмівна сила. Тож для підтримання заданої лінійної швидкості під 
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час руху на підйом необхідно збільшувати силу тяги, створювану тяговим електроприводом елек-
тровоза, що досягається заміною коефіцієнтів 0C , 1C  в моделі струму (1) їх значеннями з множи-
ни (16). 

Висновки 

1. В цій роботі досліджено особливості оптимізації руху незавантаженого електричного транс-
портного засобу на спусках і підйомах. 

2. Показано, що структура математичної моделі оптимального струму тягового електропривода 
електровоза під час руху на спусках і підйомах не змінюється у порівнянні зі структурою матема-
тичної моделі струму, що забезпечує оптимальний рух незавантаженого електричного транспорт-
ного засобу відрізком прямолінійної горизонтальної колії, але суттєвої зміни зазнають коефіцієнти 
цієї структури. 

3. Розроблено алгоритм визначення коефіцієнтів математичної моделі оптимального струму 
електровоза під час руху незавантаженого електричного транспортного засобу на спусках та під-
йомах. 
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