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ПРО ДОПУСТИМІ ЗБУРЕННЯ ОБЛАСТІ В ЗАДАЧАХ  
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ В КОЕФІЦІЄНТАХ 

НЕЛІНІЙНИХ ЕЛІПТИЧНИХ ЗАДАЧ ДІРІХЛЕ 
Розглянуто питання Моско-стійкості відносно збурень вихідної області задачі оптимального 

обмеженого узагальнено соленоїдального керування в коефіцієнтах нелінійної еліптичної задачі 
Діріхле. Показано, що дана задача є Моско-стікою відносно двох незалежних типів збурень області. 

Вступ 

Обов’язковою і вагомою складовою математичної моделі довільної задачі оптимального 
керування системою з розподіленими параметрами виступає область Ω , на якій вивчається об'єкт 
керування. Отже, якщо область Ω  змінюється, то змінюється і вихідна математична модель. 
Звідси виникає природне питання — наскільки чутливою, або стійкою є розглянута модель до змін 
області. Питання про стійкість задач оптимального керування відносно геометричних збурень 
області є актуальним на сьогодні, оскільки наявність цієї властивості дозволяє отримувати 
наближені розв'язки задач оптимального керування в областях складної геометричної структури за 
допомою розв'язків задач у простіших областях. 

У роботі розглянуто клас задач оптимального керування коефіцієнтами нелінійного 
еліптичного рівняння з умовами Діріхле на межі області, у випадку коли керування належать 
множині узагальнено-соленоїдальних матриць. В роботах G. Dal Maso, F. Murat [1], G. Buttazzo, 
B. Bucur [2] показано, що типовою ситуацією для таких задач є наявність властивості 
«нестійкості» відносно збурень області. 

В звязку з цим, ставиться за мету для виділенного класу задач довести стійкість відносно двох 
незалежних типів збурень вихідної області, залучаючи концепцію Моско-стійкості (див. роботи [3, 4]). 

Постановка задачі 

Нехай Ω  є непорожньою відкритою підмножиною обмеженої однозв’язної множини nD ⊂   з 
регулярною межею. 

Розглянемо проблему мінімізації розбіжності між заданим розподіленням ( )д pz L D∈  та 
розв’язком нелінійної задачі Діріхле, вибираючи в якості керувань матрицю коефіцієнтів 

( )n nL D×
∞∈U  головної частини еліптичного оператора. А саме, задача оптимального керування 

полягає в такому: знайти  

 ( ) ( )= | | infpL y x z x dxΩ ∂
Ω

− →∫  (1) 

при обмеженнях  

 ( )1; ;sol pU y W∈ ∈ Ω


U  (2) 

 ( ) ( )( ) ( )2 2
0div | | = в ,p px y y a x y y f− − − ∇ ∇ + Ω U  (3) 

де ( ) ( )0 0L D a x∞ ∋ ≥ , а через solU  позначено клас симетричних узагальнено соленоїдальних 

матриць ( ){ }
1 ,

= ij i j n
a x

≤ ≤
U  таких, що: 
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i j
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x D V

x a x x D

− −

− −

 
 ≤ ξ ∀ ∈ 
    ζ ζ − η η ζ − η ≥ ∀ζ η ∈ ∩    
 
  ζ ζ ζ ζ ζ ζ ≥ ξ ζ   

∑







U

U

 (4) 

Тут 1ξ , 2ξ  — заданi функцiї з простору ( )L D∞  такi, що 

 ( ) ( )1 20 < м.с. на ;x xβ ≤ ξ ≤ ξ Ω  (5) 

( )1,p∈ +∞  — задана величина; 
1

=1
| | = ;

pn p
p k

k

 η η 
 

∑  

 { }2 2 2 2
1 2= diag | | ,| | , ,| | ,p p p p n

n
− − − − η η η η ∀η ∈     

а множина [ ]{ }1 2= = , , , |div , = 1, , ,n i iV Q i n∈ ∀u u u u U  де { }1, , nQ Q  — компактні 

множини в просторі ( )1
qW D− . Множиною допустимих розв'язків sol

ΩΞ  задачі (1)—(3) будемо 

називати сукупність пар ( ) ( ) ( )1, n n
py L D W×

∞∈ × Ω


U , які пов'язані співвідношеннями (2), (3). 

Через τ  будемо позначати добуток ∗ -слабкої топології в ( )n nL D×
∞  і слабкої топології в просторі 

( )1
pW D


. 
Виходячи з (4), (5) крайова задача (2), (3) є однозначно розв'язною [5]. Тоді є розв'язною і 

задача (1)—(3) у класі узагальнено-соленоїдальних керувань [5]. 
У цій роботі ставиться за мету дослідити залежність допустимих (і оптимальних) розв'язків 

( ),yε εU  задач оптимального керування 

 ( ) ( ) ( ) ( ), = | | | | inf;p pL y y x z x dx y x dxΩ ε ε ε ∂ εΩ Ωε ε ε
− + ∇ →∫ ∫U  (6) 

 ( ) ( )( )2 2
0div | | = в ;p px y y a y y f− −

ε ε ε ε ε ε
 − ∇ ∇ + Ω U  (7) 

 ( )1 ,p soly W Uε ε ε∈ Ω ∈


U  (8) 

від збурення { } >0ε εΩ  фіксованої області DΩ ⊆ . Далі ε  означатиме малий параметр, що 
змінюється в межах строго спадної послідовності додатних чисел, які прямують до нуля. Будемо 
припускати, що множина допустимих керувань solU  і, відповідно, множина допустимих розв'язків 

1( ) ( )sol n n
pL D W×

Ω ∞ εε
Ξ ⊂ × Ω



 непорожні для кожного > 0ε . 

Допустимі збурення області 

В цьому розділі, за аналогією з [3, 4], введемо два типи збурень області. 
Означення 1. [6] Будемо говорити, що послідовність { } >0 Dε εΩ ⊆  відкритих підмножин 

збігається до відкритої множини DΩ ⊆  в cH -топології, якщо ( ),cH
d εΩ Ω  збігається до 0  при 

0ε → , де позначено ( ) ( ) ( )1 2 1 2, = , , .sup c c
cH nx

d d x d x
∈

Ω Ω Ω − Ω


Тут c
iΩ  є доповненням множин 

iΩ  в n
 . 
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Означення 2. [7] Послідовність { } >0 Dε εΩ ⊆  відкритих підмножин множини топологічно 

збігається до відкритої множини DΩ ⊆  (в позначеннях 
top

εΩ →Ω ), якщо існують компактна 
множина 0K ⊂ Ω  нульової p -ємності та компактна множина 1

nK ⊂   лебегової міри нуль, для 
яких справедливо: 

1. Якщо 0\' KΩ ⊂⊂ Ω , то '
εΩ ⊂⊂ Ω  для ε  достатньо малих; 

2. Для довільної відкритої множини U  такої, що 1K UΩ ∪ ⊂ , виконується умова: UεΩ ⊂  
для достатньо малих ε . (Означення та властивості p -ємності див. в [8]). 

В загальному випадку, відображення yΩΩ  , яке з кожною множиною Ω  пов’язує 
відповідний їй розв’язок yΩ  задачі Діріхле (2), (3), не є неперервним відносно cH -збіжності 
множин. В зв’язку з цим, визначаючи допустимі збурення, залучимо додаткове припущення, як це 
зроблено в роботах [3, 4]. 

Означення 3. Нехай Ω  та { } >0ε εΩ  — відкриті підножини множини D . Будемо казати, що 

послідовність { } >0ε εΩ  утворює cH -допустиме збурення множини Ω , якщо: 

1. 
cH

εΩ →Ω  при 0ε → ; 
2. ( )w DεΩ ∈ W  для всіх > 0ε , де клас ( )w DW  визначено в роботі [9] (див. також роботу 

[3]).  

Означення 4. Нехай Ω  та { } >0ε εΩ  — відкриті підмножини множини D . Будемо казати, що 

послідовність { } >0ε εΩ  утворює топологічно допустиме збурення множини Ω  (або t -допустиме), 

якщо 
top

εΩ →Ω  в сенсі означення 2. 
Моско-стійкість задач оптимального керування. Почнемо з такого поняття. 

Означення 5. [3] Послідовність { }
>0

1
2

sol
Ωε ε

Ξ  збігається до sol
ΩΞ  в сенсі Моско, якщо: 

1. Для кожної пари ( ), soly Ω∈ ΞU  існує послідовність ( ){ }
>0

, solyε ε Ωε ε
∈ ΞU , така що ε →U U  

сильно в ( )n nL D×
∞  і y yε →   сильно в 1( )pW D



; 

2. Якщо { }k k∈ε


 — послідовність чисел, яка прямує до 0 , а ( ){ },k k k
y

∈
U  — послідовність 

така, що ( ), sol
k k

k
y kΩε

∈ Ξ ∀ ∈ U , і ( ) ( ), ,k ky
τ

→ ψU U  в ( ) ( )1n n
pL D W D×

∞ ×


, то існує функція 

( )1
py W∈ Ω


, така що =y Ωψ  і ( ), soly Ω∈ ΞU . 

Тут через yε , y  та ky  позначено тривіальні поширення на n
  функцій, які означені на εΩ , Ω  

та 
kε

Ω  відповідно. Отже, =y yε ε Ωε
χ  , =y y Ωχ    та  = .k k

k
y y Ωε

χ   

Теорема 1. Нехай Ω , { } >0ε εΩ  — відкриті підмножини множини D . Нехай також 

( ) ( ) ( ) ( )1 1isol n n sol n n
p pL D W L D W× ×

Ω ∞ ε Ω ∞ε
Ξ ⊂ × Ω Ξ ⊂ × Ω

 

 є множинами допустимих розв'язків задач 

оптимального керування (6)—(8) та (1)—(3), відповідно. Припустимо, що виконується принаймні 
одна з таких умов: 

1. ( )w DΩ ∈ W  і { } >0ε εΩ  є cH -допустимим збуренням області Ω ; 

2. Ω  є p -стійкою областю (див. означення в [3]) і { } >0ε εΩ  є t-допустимим збуренням Ω . 
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Тоді послідовність { }
>0

sol
Ωε ε

Ξ  збігається до sol
ΩΞ  в сенсі Моско.  

Доведення теореми 1 для умови 1 можна легко отримати, використовуючи схему доведення 
теорем 1, 2, 3 з роботи [4]. Доведення цього результату для умови 2 повністю аналогічне 
доведенню теореми 1 з [3]. 

Означення 6. Будемо казати, що задача оптимального керування (1)–(3) на множині Ω  є 

Моско-стійкою в ( ) ( )1n n
pL D W D×

∞ ×


 відносно деякого збурення { } >0ε εΩ  області Ω , якщо 
виконуються такі умови: 

1. Множина допустимих пар sol
ΩΞ  для (1)–(3) є границею в сенсі Моско-послі-довності 

множин допустимих пар { }
>0

sol
Ωε ε

Ξ  для збурених задач (6)–(8); 

2. Якщо { }k k∈ε


 — числова послідовність, яка прямує до 0 , a послідовність ( ){ },k k k
y

∈
U  є 

такою, що ( ), , isol
k k

k
y kΩε

∈ Ξ ∀ ∈ U  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , в , де ,n n sol
k k py y L D W D y

τ
×

∞ ΩΩ→ × ∈ Ξ


U U U , 

то ( ) ( ), ,lim k k
kk

L y L yΩ Ω Ωε→∞
≥U U ; 

3. Для кожної пари ( ), soly Ω∈ ΞU , існує послідовність ( ){ }
>0

, solyε ε Ωε ε
∈ ΞU  така, що ε →U U  

сильно в ( )n nL D×
∞ , y yε →   сильно в ( )1

pW D


, і  

( ) ( )
0

, , .limL y L yΩ ε ε Ωεε→
≤U U  

Наступна теорема дає достатні умови Моско-стійкості задач оптимального керування виду 
(1)—(3).  

Теорема 2. Нехай Ω  — відкрита підмножина множини D . Припустимо, що розподілення 
( )pz L D∂ ∈  в функціоналі вартості (1) є таким, що ( ) ( ) ( )=z x z x x∂ ∂ Ωχ  для м. в. ,x D∈  і 

нехай виконується принаймні одна з умов: 

1. ( )w DΩ ∈ W  і { } >0ε εΩ  є cH -допустимим збуренням області Ω ; 

2. Ω  є p -стійкою, а { } >0ε εΩ  є t -допустимим збуренням Ω .  

Тоді задача оптимального керування (1)—(3) є Моско-стійкою в просторі ( ) ( )1n n
pL D W D×

∞ ×


. 
Доведення легко відтворити, використовуючи схему доведення теореми 5 з [4] і теореми 2 з [3]. 

Висновки 

В роботі наведено достатні умови Моско-стійкості одного класу задач оптимального керування 
в коефіцієнтах нелінійних еліптичних рівнянь з умовами Діріхле на межі області відносно двох 
незалежних типів збурень області. 
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