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Проведено аналіз існуючих моделей забруднення ґрунтів, запропоновано комплексну математичну 
модель забруднення ґрунтів внаслідок реалізації технологічних процесів в нафтогазовій індустрії. 
Математична модель використовує систему рівнянь дифузії у формі Дарсі або Форхгеймера, а та-
кож двовимірне рівняння дифузії. Встановлено відповідні граничні та початкові умови з урахуванням 
особливостей реального процесу. Розроблено та реалізовано чисельний метод вирішення системи 
рівнянь моделі, представлено та проаналізовано результати модельних розрахунків, встановлено 
напрямки подальших досліджень.  
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Вступ 

Забруднення ґрунтів внаслідок реалізації технологій видобутку нафти і газу, їх транспортуван-
ня є важливою екологічною проблемою: забруднення ґрунтів призводить до забруднення ґрунто-
вих вод, які споживаються населенням. Дослідження цього комплексу питань проводились бага-
тьма вченими [1—4], в яких проблема забруднення ґрунтів і вод вирішувалась шляхом аналізу 
явища забруднення через розбиття його на певні етапи: вивчення зміни ґрунтових вод, які є носія-
ми шкідливих речовин, поширення цих речовин в середовище, вивчення гранично допустимих 
концентрацій, властивостей ґрунтів та способів їх відновлення для подальшого використання в 
лісному господарстві, в агропромисловому комплексі тощо. Спеціально ця проблема вивчається 
науковцями України, Румунії, Угорщини в рамках програми вивчення стану ґрунтів в зонах видо-
бутку нафти і газу. Існують методики попередження можливості поширення шкідливих речовин 
[5], проте, як зазначають А. П. Самарський та А. П. Михайлов в цій роботі остаточна відповідь на 
питання доцільності тієї чи іншої технології запобігання поширенню шкідливої речовини може 
бути одержана після додаткових досліджень по моделюванню процесів, що вивчаються, в тому 
числі із урахуванням властивостей конкретних ґрунтів, різних технологій видобутку, екологічних 
аспектів тощо.  

Існуючі математичні моделі процесу поширення шкідливих речовин 

Під час моделювання процесу забруднення ґрунтів та ґрунтових вод зазвичай моделюється 
причина та джерело такого забруднення, а також власне процес поширення шкідливої речовини. 
Зокрема, для побудови моделі гідрологічного «бар’єру» проти забруднення ґрунтових вод [5] ви-
користовується чисельна схема, яка передбачає розв’язання рівняння Бусінеска для визначення 
рівня ґрунтових вод h(x, y, t) з відповідними граничними та початковими умовами та рівнянням 
для знаходження концентрації шкідливої речовини, яке є рівнянням параболічного типу і в загаль-
ному випадку може бути записаним у вигляді (з урахуванням закону Дарсі):  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) , ,h hC H h v C H h v C H h Q x y t
t x x y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,     (1) 

де Q(x, y, t) — відома інтенсивність джерел забруднень.  
Рівняння (1) доповнюється відповідними граничними та початковими умовами. При переході 

до дискретної моделі рівняння Бусінеска та рівняння (1) апроксимується різницевими схемами. 
Очевидно, що рівняння для h(x, y, t) не містить величин С(x, y, t) і ця властивість спрощує як чисе-
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льне дослідження моделі, так і її реалізацію. Використовуються абсолютно стійкі неявні схеми, що 
дозволяє проводити розрахунки при досить великих кроках по часу. Особливістю розв’язання цієї 
задачі є великі геометричні розміри зони дослідження та значна тривалість процесів в часі, особ-
ливості побудови гідрологічного бар’єру. Проте саме ця модель є найтиповішою при описі причи-
ни появи шкідливої речовини та встановленні закону її поширення.  Існують і інші математичні 
моделі досліджуваного явища, проте вони, як правило, стосуються спрощених, одновимірних пос-
тановок задачі моделювання джерела забруднення та його поширення [4—5]. 

Математична модель процесу поширення забруднювальної речовини  
при видобутку вуглеводнів 

Для побудови моделі процесу поширення забруднюючої речовини при видобутку вуглеводнів 
беруться такі допущення для процесу течії продукту по свердловині: 

1. Течія рідини розглядається у вертикальній циліндричній формі і є симетричною відносно вер-
тикальної осі — фактично, розглядається течія у прямокутній області; 

2. Динамічна в’язкість  та густина μ ρ  вважаються сталими; 
3. Температура та проникність середовища вважаються сталими; 
4. Тиск в області визначається початковими значеннями атмосферного тиску технологічними 

параметрами відповідних процесів. 
З урахуванням вказаних допущень для опису джерела забруднення використовується модель, 

що базується на законі Дарсі 
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якщо ж умова  не виконується, використовується закон Форхгеймера [3]: 2v v
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де  — безрозмірний коефіцієнт, який залежить від структури пористого середовища; β 1β ≈ ;  
k — коефіцієнт, який за розмірністю збігається з коефіцієнтом проникності; V — характерна шви-
дкість фільтрації. Оскільки системи (2) та (3) шляхом деяких перетворень зводяться до єдиного 
рівняння Лапласа 
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то граничні умови задаються у вигляді 

 ( , )GP f x∂ = y ,        (5) 

де f(x, y) — або неперервна функція в досліджуваній області (якщо розподіл тиску по границі є 
неперервним), або ж кусково-неперервною функцією f(x, y) в (5) дозволяє вивчити розмір зони 
впливу наявності витоків з області на конфігурацію течії в цілому, а також вивчити поведінку течії 
в залежності від того, в яке середовище відбувається витікання рідини. 

Граничні умови (5) можуть бути подані в такому вигляді: 
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де  — густина речовини в G; ρ
1

ρ  — густина речовини середови-
ща, куди витікає шкідлива речовина.  

Спосіб задання граничних умов (6) дозволяє моделювати ситу-
ацію, в якій в ході видобутку вуглеводнів відбувається витік речо-

вини, що знаходиться в свердловині, причому таких зон витоку може бути декілька. 

 
Рис. 1. Граничні умови для тиску 

Задача (4) з граничними умовами (6) розв’язується методом верхньої релаксації, в роботі [8] 
встановлено залежність між значеннями параметрів релаксації та швидкістю збіжності ітераційно-
го процесу. 

Для опису процесу поширення шкідливої речовини в двовимірній області G, розв’язується рів-
няння дифузії 
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з початковими 
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Рис. 2. Граничні умови для концентрації 

де D > 0 — коефіцієнт гідродинамічної дисперсії (аналог коефіцієнта теплопровідності в законі 
Фур’є).  

Фактично для рівняння дифузії задаються граничні умови ІІ роду, в (9) величина V визначаєть-
ся з (2) після розв’язання задачі Діріхле (4), (6). Це дозволяє коректніше задати граничні умови 
моделі. Рівняння (7) з умовами (9) розв’язується за методом змінних напрямків [7], з використан-
ням знайдених на попередньому кроці значень функції C(xi, yi, fn-1). Рівняння (7) з умовами (9) зво-
диться до системи лінійних алгебраїчних рівнянь з тридіагональною матрицею з урахуванням гра-
ничних умов для концентрації шкідливих речовин. При побудові граничних умов (9) визначаються 
розміри зони (L1; H1) з умов малості зміни концентрації C(x0, y0).  

Результати досліджень 

При чисельній реалізації методу проведено розрахунки тиску в досліджуваній області. Дослі-
джено вплив наявності ділянок на границі області, в яких речовина проникає за межі області і ро-
зміри області, в яких вказаний виток рідини чинить вплив на конфігурацію течії.  

На рис. 3 показано, що швидкість витоку рідини з досліджуваної області тим вища, чим гли-
бше знаходиться зона витоку, крім того, результати розрахунків, подані на рис. 3, засвідчують, 
що зміна величини горизонтальної компоненти швидкості є чутливою лише в невеликому околі 
біля зони витоку. 
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Рис. 3. Розподіл горизонтальної компоненти швидкості за наявністю трьох витоків 

 

На рис. 4 наведено розподіл концентрацій домішок при певному вигляді граничних умов (9), що 
характеризує щільність джерел забруднень за різних конфігурацій розподілу коефіцієнта дифузії. 

 
Рис. 4. Розподіл концентрації шкідливої речовини в модельній області за наявності витоків різної інтенсивності 

 

На рис. 5 показано розподіл концентрації домішок по глибині, якщо глибина зони, на якій від-
бувається забруднення, складає 1,5 км. 

 
Рис. 5. Розподіл концентрації домішок на різних глибинах 

 

Встановлено, що при такій глибині концентрація шкідливої речовини на поверхні землі прак-
тично рівна нулю. Крім того, можна оцінити величину зони впливу джерела шкідливих речовин за 
шириною досліджуваної зони. 

Висновки 

Основними результатами роботи є: 
— створення математичної моделі процесу поширення речовини зі свердловини при видобутку ву-

глеводнів, який базується на системі рівнянь Дарсі (Форхгеймера) та двовимірному рівнянні дифузії; 
— постановка граничних умов для рівняння Діріхле та умов ІІ роду для рівняння дифузії з ура-

хуванням закону Фіка за спільного розв’язання (4) та (7);  
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— розробка чисельного алгоритму реалізації моделі, створення відповідних програм для їх реа-
лізації на ПЕОМ; 

— проведення широкого класу тестових розрахунків для модельних зон забруднення. 
Напрямки подальших досліджень можуть бути пов’язані з вивченням таких питань: 
— вивчення джерела забруднення у разі втрати герметичності підземних ділянок нафтопрово-

дів із застосуванням відмінного від (2) або (3) математичного апарату моделювання; 
— розробка моделей та методів для вивчення властивостей ґрунтів; 
— оцінка швидкості витоку вуглеводнів для різних типів моделей течії. 
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Комплексная математическая модель загрязнения почв  
в результате реализации технологических процессов  

в нефтегазовой промышленности  
1Ивано-Франковский национальный технический университет нефти и газа 

Проведен анализ существующих моделей загрязнения почв, предложена комплексная математическая мо-
дель загрязнения почв в результате реализации технологических процессов в нефтегазовой промышленности. 
Математическая модель использует систему уравнений диффузии в форме Дарси или Форхгеймера, а также 
двумерное уравнение диффузии. Установлены соответствующие предельные и начальные условия с учетом 
особенностей реального процесса. Разработан и реализован численный метод решения системы уравнений 
модели, представлены и проанализированы результаты модельных расчетов, установлено направления даль-
нейших исследований. 

Ключевые слова: загрязнение почв, уравнение Дарси и Форхгеймера, уравнение диффузии, численный метод. 
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