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МОДЕЛЮВАННЯ ГЕНЕРАЦІЇ СИГНАЛУ ТА  
ПРОГНОЗУВАННЯ КООРДИНАТ ЕНЕРГЕТИЧНИХ 

ЦЕНТРІВ ЗОБРАЖЕНЬ ЛАЗЕРНИХ ПУЧКІВ  
ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ФІЛЬТРІВ КАЛМАНА 

Розроблено модель прогнозування координат енергетичних центрів зображень плям лазер-
них пучків із застосуванням фільтрів Калмана, що дозволило покращити точність прогнозуван-
ня координат енергетичних центрів зображень плям лазерних пучків до 1…2 піксела. 

Постановка задачі 

Сьогодні відчутна необхідність широкого застосування оптоелектронних систем з автоматич-
ним відстежуванням світлових випромінювань, особливо у лазерному обробленні матеріалів, оп-
тичному зв'язку та інших галузях техніки. Була поставлена задача розробити алгоритм та програ-
мне забезпечення прогнозування координат центрів зображень плям лазерних пучків. 

Як початкові дані були використані динамічні зображення лазерних трас. Це зображення, що 
змінювались зі швидкістю 25 кадрів за секунду. 

Для розв’язання поставленої задачі розроблено два режими. Режим вимірювання [1] та режим 
прогнозування. У першому режимі центр зображення плям знаходиться як енергетичний центр за 
алгоритмом, який розглянуто у попередніх роботах [1]. 

Наступний режим — режим прогнозування [2, 3]. У цьому режимі для моделювання викорис-
тано фільтри Калмана [4]. 

Результати розглянутих у статті досліджень можна застосовувати для аналізу різних фізичних 
явищ, тобто використовувати їх для деяких прикладних задач, зокрема, для прогнозування соняч-
ної активності. Крім того, широке застосування лазерів у практиці поставило перед наукою ряд 
нових проблем, серед яких особливе місце зайняли проблеми розповсюдження лазерного випромі-
нювання в атмосфері. Для успішного використання лазерних систем зв’язку і передачі інформації, 
локації, трасування, навігації та ін. необхідні кількісні дані про вплив атмосфери на параметри 
лазерного променя, які несуть ту чи іншу інформацію. Отже практичне застосування розробленої 
технології — це задачі високоточного вимірювання та прогнозування координат енергетичних 
центрів зображень плям лазерних пучків для задач лазерної локації, трасування та навігації. 

Метою статті є підвищення точності прогнозування координат енергетичних центрів зобра-
жень плям лазерних пучків. 

Алгоритм моделювання та прогнозування на основі фільтрів Калмана 

Нехай є поточні спостереження Z якогось сигналу X. На цей сигнал X впливає завада V. Необхід-
но отримати поточні оцінки цього сигналу, який змінюється у часі і недоступний для безпосеред-
нього вимірювання. 

Спочатку отримують оцінку поточного значення xn за наявними спостереженнями часового ря-
ду Zn, Zn-1,…, Zn-(k-1). 

Для цього приймають модель спостереження як лінійну 
 ,Z HX V= +  (1) 

де ( )( )1 - 1, , ...,
T

n n n kZ Z Z− −=Z  — вектор спостережень; ( )( )1 - 1, , ...,
T

n n n k− −= ξ ξ ξV  — вектор не-

корегованої завади. 
Виникає питання, що розуміти під вектором-стовпцем X та матрицею перетворення Н. На ці пи-

тання можна відповісти лише за умови введення сигналу. За відсутності попередньої інформації 
про імовірнісні характеристики сигналу та завади ця модель є параметричною. У даному випадку 
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оцінюватимуться параметри цієї моделі. Виберемо модуль сигналу у вигляді поліному Тейлора 
другого степеня. Це означатиме, що прийнята модель має внутрішню структуру з міцним зв’язком. 
Оскільки оцінки набувають (на відміну від задачі оцінки параметрів, які мають фіксовані значен-
ня) значень часового ряду, то ця задача є задачею фільтрації. 

У такому випадку модель генерації матиме вигляд 
 n i i n− −=X F X , (2) 
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Вектор-стовпець Х містить, крім оцінюваного власного значення першу та другу похідні. 
У теорії автоматизованого керування такий фільтр називається фільтром з астатизмом 2-го по-

рядку. Формула (2) встановлює зв’язок між п-м значенням сигналу у часовій послідовності та  
(n–i)-м. 

Матриця перетворень для даного випадку (оцінка здійснюється за поточним значенням спосте-
реження та k–1 поперечними вибірками) виглядатиме так: 
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H . (3) 

Всі ці числа отримані з ряду Тейлора з припущенням, що часовий інтервал між сусідніми зна-
ченнями спостережень дорівнює 1. 

Оцінка моделі здійснюється за методом найменших квадратів (МНК) 

 ( ) 1T T
î öX

−
= H H H Z . (4) 

Таким чином, реалізований процес параметричного оцінювання заснований на авторегресійній 
моделі генерації сигналу. 

Для побудови алгоритму прогнозування використаємо фільтри зі збільшуваною пам’яттю. У 
такому фільтрі кількість спостережень, за якими здійснюється оцінка, збігається з номером поточ-
ного спостереження. Це дозволяє отримувати оцінки, починаючи з кількості спостережень, що 
дорівнює кількості компонент оцінюваного вектора X, що, в свою чергу, визначається порядком 
прийнятої моделі, тобто кількістю членів ряду Тейлора, використаних у моделі. При цьому зі зро-
станням n вирівнювальні властивості фільтра покращуються, а це означає, що підвищується точ-
ність оцінок. 

Але безпосередня реалізація такого підходу пов’язана зі зростанням обчислювальних витрат, 
тому фільтри реалізуються як рекурентні. 

Оскільки на момент спостереження n присутня оцінка ( )1 îönX − , яка містить інформацію про всі 

попередні спостереження ( )1 2 1, , ,...,n n n n kZ Z Z Z− − − − , то оцінку îönX  отримуємо за черговим спо-

стереженням nZ  із використанням інформації, яка зберігається в оцінці ( )1 îönX − . Така процедура 

є рекурентною фільтрацією і здійснюється за такою процедурою. 
1. За оцінкою ( )1 îönX −  прогнозуємо оцінку îönX  за формулою 

 ( )îö òåîð 1 -1 îön nX FX= , (5) 

покладаючи i = 1 у формулі (2); 
2. За результатом поточного спостереження Zn ця теоретична оцінка виправляється за форму-

лою 
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3. Ця процедура повторюється на кожному кроці, починаючи з r + 1, де r — порядок фільтра. 
Такі фільтри зі збільшуваною пам’яттю, які працюють у відповідності з формулою (5), є частко-

вим випадком фільтрації під назвою фільтрів Калмана. 
З формули (6) очевидно, що корегувальна поправка є суттєвою для малих значень n і зменшу-

ється до нуля, якщо n → ∞, тобто зі зростанням n вирівнювальні властивості фільтра зростають, 
при цьому починає домінувати модель, закладена в ньому. Але реальний сигнал може відповідати 
моделі лише на окремих ділянках, тому точність прогнозу погіршується. 

Для уникнення цього накладають заборону на подальше зменшення корегувального члена. Для 
фільтрів це еквівалентно зміні смуги фільтра, тобто для малих n фільтр має ширшу смугу, для ве-
ликих n — меншу. Цей алгоритм реалізований програмно. 

Результати прогнозування координат енергетичних центрів зображень плям 
лазерних пучків 

Розроблений алгоритм реалізований програмно і 
функціонує у реальному часі. Інтерфейс програми є 
достатньо простим (рис. 1). 

На горизонтальній осі фіксується номер по-
точного зображення (зображення, які досліджу-
вались, мають розмірність 128×128 елементів розкла-
дання (е. р.)), а на вертикальній осі – значення коор-
динат x (крива 1), y (крива 2) центра плями. Відкриє-
мо файл однієї з трас. При цьому на моніторі відо-
бражаються виміряні через кожні 5 мс значення ко-
ординат центрів. При натисканні кнопки «cut» на 
моніторі відображається процес вимірювання центрів 
плям (рис. 2), а на рис. 3 відображається результат 
прогнозування. 

  
 

Рис. 2. Вікно опції («cut») вимірювання координат 
зображень плям лазерних пучків 

 

Рис. 3. Вікно опції («All Data») прогнозування 
координат зображень плям лазерних пучків 

 
 

 

 

Рис. 1. Інтерфейс розробленої програми 
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Натискання кнопки «Clear» скидає попередні ре-
зультати вимірювання і прогнозування. Масштаб 
графіків можна змінювати, натискаючи праву кноп-
ку миші, що показано на рис. 4. 

Для порівняння отриманих результатів з результа-
тами відомих досліджень інших авторів була застосо-
вана достатньо велика база даних, яка включала 
15 лазерних трас, кожна з яких включала до 
1000 динамічних зображень плям лазерних пучків. 
Коректність порівняння отриманих результатів забез-
печувалась для досліджуваних алгоритмів однією і 
тією ж базою даних про координати енергетичних 
центрів зображень лазерних пучків (лазерних трас). 
Як видно з рис. 4, похибка результатів прогнозування 
не перевищує двох елементів розкладання. 

Порівняльний аналіз за точністю прогнозування з 
відомими алгоритмами показав, що точність прогнозу-

вання на основі кінцевих різниць та сплайн екстраполяції складає 2÷10 е. р. [5], на основі табличних 
функцій — 2÷5 е. р. [6], лінійної регресії — 3÷10 е. р. [7], нейромереж з використанням алгоритму 
оберненого розповсюдження 2÷3 е. р. [8], використання базисної радіальної функції 2÷4 е. р [9], на 
основі фільтрів Калмана — 1÷2 е. р. [4]. 

Висновки 

Розроблено модель прогнозування координат енергетичних центрів зображень плям лазерних 
пучків із застосуванням фільтрів Калмана, що дозволило покращити точність прогнозування коор-
динат енергетичних центрів зображень плям лазерних пучків до 1÷2 елементів розкладання. 
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Рис. 4. Вікно опції («масштаб») у реалізації  
програми прогнозування координат зображень плям 

лазерних пучків 
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