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Розглянуто узагальнені нейронні елементи (УНЕ) і досліджуються умови реалізованості булевих 
функцій на цих елементах. Розширенні функціональні можливості узагальнених нейронних елементів 
дають можливість розробити ефективні методи для кодування, компресії, розпізнавання дискретних 
сигналів та зменшити кількість елементів у нейроподібних схемах, призначених для розв’язування 
задач в області прогнозування, створення засобів штучного інтелекту, в медицині тощо. Вводиться 
поняття узагальненої булевої нейрофункції та характеристичного вектора функції алгебри логіки 
відносно заданої системи характерів. Характеристичний вектор булевої функції відносно заданої сис-
теми характерів будується з відповідних спектральних коефіцієнтів цієї функції у системі базисних 
функцій Уолша–Адамара. 

Досліджено спектральні властивості функцій алгебри логіки, які реалізуються одним узагальне-
ним нейронним елементом. За допомогою властивостей характеристичних векторів булевих функ-
цій отримано критерій їх реалізованості одним узагальненими нейронним елементом. З наведених у 
статті критеріїв безпосередньо випливає, що булеві функції, які реалізуються одним узагальненим 
нейронним елементом, однозначно визначаються своїми характеристичними векторами відносно за-
даної системи характерів. Якщо система характерів, відносно якої розглядається УНЕ, містить m 
елементів, то для однозначного визначення булевої функції від n аргументів, що реалізується одним 
таким узагальненим нейронним елементом, достатньо 1m +  спектральних коефіцієнтів зі спект-
рального розкладу цієї функції у системі базисних функцій Уолша–Адамара. Отримані результати 
можна ефективно використовувати для компресії узагальнених булевих нейрофункцій, а також для 
розробки методів синтезу узагальнених нейронних елементів. 

Ключові слова: група, характер групи, спектр функції, характеристичний вектор булевої функції. 

Вступ 

Інтерес до використання штучних нейронних мереж і нейроподібних структур у більшості сфер 
людської діяльності росте з кожним днем. Вони зарекомендували себе в галузях кодування і захи-
сту інформації, у розпізнаванні образів, у прогнозуванні, у бізнесі, у медицині, у техніці тощо. 

Протягом останніх років значно активізувались дослідження, спрямовані на пошук ефективні-
ших моделей нейронного елемента (НЕ). Від функції активації залежить поведінка нейронного 
елемента і його функціональна можливість. Синтезуючи оптимальні структури нейромереж (за 
кількістю нейроелементів і зв’язків між ними) доцільно застосовувати нейронні елементи з різни-
ми функціями активації. Для досягнення цієї мети необхідно дослідити властивості тих відобра-
жень, які реалізуються одним нейронним елементом відносно заданої функції активації, а також 
розробити ефективні методи синтезу відповідних НЕ.  

Актуальність і практичну цінність дослідження властивостей функцій, реалізованих нейронними 
елементами з різними функціями активації, і розробка відповідних методів синтезу цих елементів 
пояснюється обсягами інвестіції, які в останні роки здійснюються для створення програмного і апа-
ратного забезпечення штучного інтелекту, а також збільшення наукових праць у цьому напрямку. 

Нейромережі ефективно використовуються для обробки сигналів, класифікації і розпізнавання 
зображень [1]—[6]. На основі нейроподібних структур розробляють інтелектуальні блоки різних 
систем для керування хімічними процесами [7], прогнозування економічних [8]—[12] та природ-
ничих процесів [13]—[15]. Результати досліджень в області застосування нейромережевій техно-
логії свідчать про те, що нейроподібні структури можуть бути успішно використані для ущільнен-
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ня і інтелектуального аналізу даних [16]—[19].  
У цій статті розглянуті спектральні властивості функцій алгебри логіки, що реалізуються од-

ним узагальненим нейронним елементом (УНЕ), та наводяться критерії реалізованості булевих 
функцій одним УНЕ, і показано, що ці функції однозначно визначаються своїми характеристич-
ними векторами.  

Критерій реалізованості функцій алгебри логіки одним узагальненим нейронним елементом 

Нехай 2 = { 1,1}H −  — циклічна група другого порядку, 2 2= ...nG H H⊗ ⊗  — прямий добуток n 
циклічних груп 2H  і ( )nGX  — група характерів [20] групи nG  над полем дійсних чисел R. На 
множині \ {0}R  визначимо функцію 

 
1, якщо > 0,

Rsign =
1, якщо < 0.

x
x

x

−

 (1) 

Нехай { }0,1,2,...,2 1nk∈ −  і ( )1,..., nk k  — його двійковий код, тобто 1 2
1 2= 2 2 ... ,n n

nk k k k− −+ + +  

{0,1}jk ∈ . Значення характеру kχ  на елементі ( )1= ( 1) ,..., ( 1) n nGαα ∈− −g  ( 1 2( , , ) n
n Zα α ∈  — n-й 

декартовий степінь множини { })2Z 0,1= , згідно з [20] визначається так: 

 ...1 1 2 2( ) = ( 1) .k k kn n
k

α +α + +αχ −g  (2) 

Розглянемо 2n -вимiрний векторний простiр = { | : }R nV G Rφ φ →  над полем R. Елементи 

( = 0,1,2,...,2 1)n
k kχ −  групи ( )nX G  утворюють ортогональний базис простору RV  [20]. Булева 

функцiя в алфавіті { 1,1}−  задає однозначне вiдображення 2: nf G H→ , тобто Rf V∈ . Отже, 
довiльну бульову функцiю Rf V∈  однозначно можна записати у виглядi 

 0 0 1 1 2 1 2 1( ) = ( ) ( ) ... ( ).n nf s s s − −χ + χ + + χg g g g  (3) 

Вектор ( )0 1 2 1, ,...,= nf s s s −s  називається спектром булевої функцiї у системi характерiв ( )nGX  
(у системі базисних функцій Уолша–Адамара [21]). 

З рiзних характерiв ( )nGX , крім головного 0χ , побудуємо m-елементну множину { }1
,...,

mi iχ = χ χ  
i вiдносно вибраної системи характерiв згідно з [22] розглянемо таку математичну модель 
нейронного елемента:  

 ( ) 01
=1

( )( ),..., ( ) = Rsign ,
m

j in jj
x xf

 ω χ + ω 
 
∑ gg g  (4) 

де вектор ( )1 0,..., ;= mω ω ωχw  називається вектором структури узагальненого нейроного елемента 
(УНЕ) відносно системи χ  і nG∈g . 

Означення 1. Булева функція 2: nf G H→ , яка допускає зображення (4), називається 
узагальненою нейрофункцією відносно системи характерів χ . 

Нехай { } ( )
1
,...,

m ni i GXχ = χ χ ⊂  і 1 01
w ( ) = ( ) ... ( )i m imχ ω χ + + ω χ + ωg g g . Якщо ( )1 0,..., ;= mχ ω ω ωw  

є вектором структури УНЕ вiдносно сиcтеми характерiв χ , що реалiзує бульову функцiю 

2: nf G H→ , то з (1) i (4) безпосередньо випливає  

 w ( ) 0.nG χ∀ ∈ ≠g g   (5) 

Далi будемо розглядати тільки такi узагальнені нейроннi елементи, вектори структури яких 
задовольняють умову (5). Множину всiх таких (m+1)-вимiрних дiйсних векторiв, що задовольняють 
умову (5) відносно системи характерів, { } ( )

1
,...,

m ni i GXχ = χ χ ⊂  позначимо через 1W ( ).m+ χ  

Очевидно, що узагальнений нейронний елемент вiдносно системи твірних { }1 2 4 12
, , ,..., n−χ = χ χ χ χ  
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групи характерів ( )nX G  збігається з пороговим елементом [23]. 
Аналогiчно до того, як у пороговiй логiцi, тут також виникає питання: чи реалiзується задана 

булева функцiя ( )1,..., nx xf  одним УНЕ вiдносно вибраної системи характерiв { }1
,...,i im

χ = χ χ , i 

якщо так, то як знайти вiдповiдний вектор структури УНЕ? 
Теорема 1. Булева функцiя 2: nf G H→  реалiзується одним узагальненим нейронним елементом 

вiдносно системи характерiв { } ( )
1
,...,

m ni i GXχ = χ χ ⊂  з вектором структури 1W ( )mχ +∈ χw  тодi i 
тiльки тодi, коли  
 ( )w ( ) = w ( ) ,nG f χ χ∀ ∈g g g g  (6) 

де | |x  — модуль числа x R∈ .  
Необхідність. Дано, що функція 2: nf G H→  реалізується одним УНЕ з вектором структури 

χw  відносно системи характерів { } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂ . Тоді з рівності (4) з урахуванням 

1 01
w ( ) = ( ) ... ( )i m imχ ω χ + + ω χ + ωg g g  маємо 

 ( )1( ),..., ( ) = Rsignw ( ).nn x xG f χ∀ ∈ g gg g  (7) 

На основі (1) та (7) можна стверджувати, що 1w ( )mWχ +∈ χ . Помноживши ліву і праву частину 

рівності (7) на w ( )χ g , отримаємо: 

 ( ) ( )1( ),..., ( ) w ( )= Rsignw ( ) w ( ).nn x xG f χ χ χ∀ ∈ g gg g g g  

Враховуючи, що R \{0}a∀ ∈  (Rsign ) =| |a a a⋅  з останньої рівності випливає (6). 
Достатність. Дано, що має місце рівність (6) і 1W ( )mχ +∈ χw  Треба показати реалізованість 

функції 2: nf G H→ одним УНЕ з вектором стуктури χw . Доводити будемо від супротивного. 
Припустимо, що nG∃ ∈b , для якого має місце нерівність 

 ( ) Rsignw ( ).f χ≠b b  

Тоді ( ) Rsignw ( ).f χ= −b b  

Помноживши ліву і праву частину останньої рівності на w ( )χ b , отримаємо: 

 ( )w ( ) w ( ) .f χ χ= −b b b   (8) 

З виразів (6) і (8) випливає, що w ( ) w ( )χ χ= −g g , але це неможливо, якщо 1W ( ).mχ +∈ χw  Отже, 

достатність доведено. ∆  Зауваження. Якщо функція 2: nf G H→  реалізується одним УНЕ відносно системи характерів 

{ } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂ , то згідно з (1) вектор структури будь-якого узагальненого нейронного 
елемента, що реалізує цю функцію відносно системи χ  належить множині 1W ( ).m+ χ  

Як відомо [24], спектральні коефіцієнти функції 2: nf G H→  відносно системи характерів 

{ } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  і характера 0χ  над полем R, з точністю до множника 2n, знаходяться за 
формулами 
 ( ) ( ) ( 1, 2,..., );

j j
n

i i
G

s f j m
∈

= χ =∑
g

g g   (9) 

 0 ( ).
nG

s f
∈

= ∑
g

g   (10) 

Означення 2. Характеристичним вектором функції 2: nf G H→  відносно системи характерів 

{ } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  називається (m + 1)-вимірний вектор ( ) ( )1 2 0, ,..., ; .mi i is s s sfχ =s
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Теорема 2.  Булева функцiя 2: nf G H→  реалiзується одним УНЕ вiдносно системи характерiв 

1
{ ,..., } ( ),i i nm

X G= ⊂χ χ χ  з вектором структури 1Wmχ +∈w   тодi i тiльки тодi, коли  

 ( )( ) ( ), = ,
Gn

f χχ χ
∈
∑

g
w gw s  (11) 

де ( )( ), fχ χw s  — скалярний добуток векторів χw  і ( )fχs . 
Доведення. За теоремою 1 функція 2: nf G H→  реалізується одним УНЕ відносно системи 

{ } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  з вектором структури 1W ( )mχ +∈ χw  тоді і тільки тоді, коли має місце 
рівність 
 ( )w ( ) = w ( ) .nG f χ χ∀ ∈g g g g  

Взявши суму лівої і правої частини останньої рівності за всіма елементами G∈g , останню рів-
ність з урахуванням того, що 1 01

w ( ) = ( ) ... ( )i m imχ ω χ + + ω χ + ωg g g , після простих перетворень мо-

жна переписати так: 

 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) .
j

n n n

m
j i

j G G G
f f χ

= ∈ ∈ ∈

 
ω χ + ω =  

 
∑ ∑ ∑ ∑

g g g
g g g w g  

Звідси, на основі (9) і (10), маємо 

 ( )( ) ( ), = .
Gn

f χχ χ
∈
∑

g
w gw s  

Отже, теорему доведено. ∆ 
З теореми 2 безпосередньо випливають такі теореми. 
Теорема 3. Якщо характиристичні вектори двох різних булевих функцій 2: ( 1, 2)l nf G H l→ =  

відносно системи характерів { } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  збігаються, то ці функції або одночасно 
реалізуються, або не реалізуються одним УНЕ відносно заданої системи характерів χ . 

Теорема 4. Якщо характиристичні вектори двох булевих функцій 2: ( 1, 2)l nf G H l→ =  
відносно системи характерів { } ( )1

,...,
mi i nGXχ χχ = ⊂  збігаються ( ) ( )( )1 2f fχ χ=s s  і одна з цих 

функцій реалізується одним УНЕ відносно системи характерів { } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂ , то ці 

функції ідентичні ( )1 2f f= . 
З теореми 4 випливає, що булеві, функції 2: nf G H→ , які реалізуються одним УНЕ відносно 

системи характерів { } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  однозначно визначаються своїми характеристичними 

векторами ( )fχs  ((m+1)-вимірний вектор, побудований зі спектральних коефіцієнтів fs ), тобто 

( ) ( ) 1 21 2 .f ff fχ χ= ⇒ =s s  Інші булеві функції  f  у системі базисних функцій Уолша–Адамара одноз-

начно визначаються тільки своїми спектрами fs . Спектр fs  для кожної булевої функції 2: nf G H→  

у системі ( )nGX  містить 2n  спектральних коефіцієнтів. Цей факт свідчить про те, що теорему 4 
можна успішно використовувати в задачах компресії і передачі даних у спектральній області в 
системі базисних функцій Уолша–Адамара. 

Зауваження. Якщо { } ( )1 2 4 12
, , ,..., n nGX−χ χ χ χχ = ⊂ , то теорема 3 і теорема 4 збігаються з від-

повідними теоремами Чоу [23]. 
Зазначимо, що у випадку не реалізованості функції 2: nf G H→ одним УНЕ відносно системи 

характерів { } ( )1
,...,

mi i nGXχ χχ = ⊂  з вектором 1W ( )mχ +∈ χw  має місце нерівність  

 ( )( ) ( ), .
Gn

f χχ χ
∈

< ∑
g

w gw s   (12) 
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Дійсно, в цьому випадку існують такі елементи 1 2, ,..., r nG⊂b b b , що  

 ( ) ( )w w ( ) ( 1, 2,..., )t tf t rχ χ= − =b b b ,  тобто 

 ( )( )
{ }

( ) ( )
1 2\ , ,..., 1

, .
r

r
t

G tn

f bχ χ χ χ
∈ =

= −∑ ∑
g b b b

w s w g w   (13) 

З рівності (13) і з того, що 1W ( )mχ +∈ χw  безпосередньо випливає (12). 

Висновки 

Досліджено спектральні властивості узагальнених булевих нейрофункцій. Отримано необхідні і 
достатні умови належності функцій алгебри логіки до класу узагальнених нейрофункцій відносно 
заданої системи характерів. Показано, що узагальнені булеві нейрофункції однозначно визнача-
ються своїми характеристичними векторами відносно вибраної системи характерів. Якщо система 
характерів, відносно якої розглядається узагальнений нейронний елемент містить m елементів, то 
узагальнена булева нейрофункція від n змінних відносно цієї системи характерів однозначно зада-
ється своїм (m + 1)-вимірним характеристичним вектором. Характеристичний вектор булевої уза-
гальненої нейрофункції побудований з відповідних елементів спектра цієї функції у системі бази-
сних функцій Уолша–Адамара. Цей результат можна ефективно використати для передачі та ком-
пресії булевих функцій у спектральній області. 
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The article deals with the study of the spectral properties of generalized neurofunctions. Generalized neural elements 
are considered and conditions of realization of Boolean functions on these elements are investigated. Enhanced 
functionality of generalized neural elements makes it possible to develop effective methods for coding, compression, 
discrete signal recognition, and reducing the number of elements in neural circuits that are intended to solve problems in the 
field of prediction, artificial intelligence, medicine, and more. The concept of generalized Boolean neurofunction and the 
characteristic vector of the function of logic algebra with respect to a given system of characters are introduced. A 
characteristic vector of a Boolean function with respect to a given character system is constructed from the corresponding 
spectral coefficients of this function in the Walsh–Adamar basis system. 

The spectral properties of functions of logic algebra realized by one generalized neural element are investigated. Using 
the properties of characteristic vectors of Boolean functions, the criterion for their realization by one generalized neural 
element was obtained. From the criteria given in the paper, it follows directly that Boolean functions that are realized by a 
single generalized neural element are uniquely determined by their characteristic vectors with respect to a given character 
system. If the character system in respect of which the UNE is considered contains elements, then for one-sided 
determination of the Boolean function from the arguments, which is realized by one such generalized neural element, 
enough spectral coefficients from the spectral decomposition of this function in the Walsh–Adamar basis function system. 
The results obtained can be effectively used for the compression of generalized Boolean neurofunctions, as well as for the 
development of synthesis methods for a generalized neural element. 
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Спектральные свойства обобщенных нейрофункций 

1Государственное высшее учебное заведение «Ужгородский национальный университет» 

Рассмотрены спектральные свойства обобщенных нейрофункций. Рассмотрены обобщенные нейронные 
элементы и исследованы условия реализуемости булевых функций на этих элементах. Расширенные 
функциональные возможности обобщенных нейронных элементов дают возможность разработать эф-
фективные методы для кодирования, компрессии, распознавания дискретных сигналов и уменьшить количество 
элементов в нейроподобных схемах, которые предназначены для решения задач в области прогнозирования, 
создания средств искусственного интеллекта, в медицине и т.п. Вводится понятие обобщенной булевой 
нейрофункции и характеристического вектора функции алгебры логики относительно заданной системы 
характеров. Характеристический вектор булевой функции относительно заданной системы характеров 
строится из соответствующих спектральных коэффициентов этой функции в системе базисных функций 
Уолша–Адамара. 

Исследованы спектральные свойства функций алгебры логики, реализуемых одним обобщенным нейронным 
элементом. С помощью свойств характеристических векторов булевых функций получено критерий их 
реализуемости одним обобщенным нейронным элементом. Из приведенных в работе критериев 
непосредственно следует, что булевы функции, реализуемые одним обобщенным нейронным элементом 
однозначно определяются своими характеристическими векторами относительно заданной системы 
характеров. Если система характеров, в отношении которой рассматривается УНЕ, содержит m элементов, 
то для однозначного определения булевой функции от n аргументов, реализуемым одним таким обобщенным 
нейронным элементом, достаточно m + 1 спектральных коэффициентов по спектральному раразложению этой 
функции в системе базисных функций Уолша–Адамара. Полученные результаты можно эффективно 
использовать для компрессии обобщенных булевых нейрофункций, а также для разработки методов синтеза 
обобщенного нейронного элемента. 
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