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Сучасне висотне будівництво підняло питання необхідності врахувань в проектних розрахунках 
всієї складності ґрунтових умов, їх перерозподільних властивостей, особливостей деформування 
фундаментних конструкцій та необхідності розглядати основу і фундамент як єдину систему, хоча 
складові цієї системи мають різну природу. Результати моніторингу осідань будівель показують 
значні розбіжності між фактичними і розрахунковими їх значеннями. Це пояснюється умовністю роз-
рахункових схем, неврахуванням реальних процесів навантаження ґрунтів. Міцність ґрунту суттєво 
залежить від траєкторії навантаження, початкової щільності, співвідношення девіаторної та кульо-
вої частини тензора напружень, тобто з ефектами дилатансії та контрактансії. Тому розвиток і 
уточнення розрахункових моделей основ споруд є актуальним для сьогодення. 

На сьогодні в прикладних технічних науках процес розрахунку неможливий без переходу до мате-
матичного моделювання. Дисперсним ґрунтам властиві ефекти дилатансії — зміни об’єму при зсуві, 
під дією навантаження тверді частинки ґрунту переміщуються в поровий простір, що спричиняє  
одночасну зміну об’єму та форми. Тому для розрахунку ґрунтових основ крім апарату теорії пружно-
сті необхідне залучення пластичних математичних моделей. Основна задача проектування — зве-
дення до мінімуму осідань ґрунту під фундаментами, оскільки завдяки цьому зменшуються додаткові 
навантаження наземних конструкцій, які і без того знаходяться під дією постійних і тимчасових на-
вантажень. 

В роботі за пружно-пластичною дилатансійною моделлю, використовуючи числовий метод грани-
чних елементів, спрогнозовано поведінку під навантаженням буронабивної палі довжиною L = 12 м, 
діаметром d = 0,6 м з розширенням 1,6 м в зоні п’яти палі. Буронабивні палі з розширенням широко 
розповсюджені в промисловому та цивільному будівництві, мають техніко-економічні перспективи 
використання. П’ята пальового фундаменту сприймає 28…35 % навантаження. Розширення стовбу-
ра палі в зоні п’яти збільшує як поверхню п’яти, так і розміри бокової поверхні, що сприяє підвищенню 
несучої спроможності паль та зменшує осідання. 

Ключові слова: буронабивна паля з розширенням, напружено-деформований стан (НДС), метод 
граничних елементів (МГЕ). 

Вступ 

Потенціал несучої спроможності залізобетонних паль за матеріалом недовикористовується. Для 
підвищення несучої спроможності паль по ґрунту, з метою вирівняння ситуації, в палях влашто-
вують розширення. Наявність розширень в палі дозволяє в 2—3 рази підвищити розрахункове 
навантаження на палю по ґрунту [1]. 

Процеси, що проходять в ґрунтах під дією їх навантаження дуже складні як об’єкти досліджень 
і контролю, і наразі вивчено не всі аспекти деформування ґрунтової основи під навантаженням. 

На сьогодні постає задача дослідження НДС споруд за допомогою ЕОМ та сучасних числових 
методів, які забезпечують економічне та надійне проектне рішення, тому тема роботи є актуаль-
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ною та має важливе прикладне і наукове значення. 
Збільшення несучої спроможності буронабивних паль з розширенням пояснюється [1] збіль-

шенням сил тертя по боковій поверхні, площа якої у паль з розширенням значно зростає. Під 
впливом опорного розширення п’ята обтискується ґрунтом основи. Опорне розширення буронаби-
вних паль впливає на жорсткість як нижніх ділянок верхньої циліндричної частини палі, так і на 
верхні ділянки п’яти палі [1]. 

Метою дослідження є обґрунтування розрахунку таких фундаментів сучасним числовим мето-
дом граничних елементів (МГЕ). 

Постановка задачі, визначальні співвідношення 

Фундаментна конструкція має забезпечити міцність будівлі, а це вимагає найточнішого прогно-
зу деформацій. Сучасний математичний апарат механіки ґрунтів оснований на розв’язках теорії 
пружності (закон Гука лежить в основі багатьох важливих інженерних теорій) і теорії граничної 
рівноваги. Етап пружно-пластичного деформування від кінця пружної стадії до втрати стійкості не 
достатньо досліджений за допомогою розрахункових методів. Водночас резерви пружно-пластич-
ної зони дозволяють збільшити навантаження на фундаменти тоді, коли осідання в пружній стадії 
не досягають гранично допустимого для певної споруди значення. 

Задачі геомеханіки на теперішній час моделюються диференційними рівняннями в частинних 
похідних і відносяться до класу крайових задач. Проектне рішення визначення несучої спромож-
ності буронабивної палі з розширенням обґрунтовано з використанням основного інтегрального 
рівняння методу граничних елементів, яке є синтезом статичних, геометричних, фізичних рівнянь. 
До розгляду взято буронабивну палю довжиною L = 12 м, діаметром d = 0,6 м  з розширенням в 
області п’яти палі 1,6 м. Дискретизацію активної зони цієї палі показано на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема дискретизації активної зони буронабивної палі L = 12 м з розширенням 1,6 м 

 

У числовому розрахунку палі за МГЕ враховується 9 геологічних чинників впливу зі всієї сукупно-
сті властивостей ґрунтів. Їх середньозважені значення: модуль деформації ґрунту Е = 20,57 МПа; кое-
фіцієнт Пуассона ν = 0,307; зчеплення с = 11 кПа; кут внутрішнього тертя φ = 0,325 рад.; щільність 
ґрунту ρ = 1,814 кН/м3; мінімальна щільність ґрунту ρmin = 1,67 кН/м3; максимальна щільність ґру-
нту ρmax = 2,2 кН/м3; структурна щільність ґрунту ρs = 2,713 кН/м3; октаедричне напруження (кПа) 
при переході з пружної в пластичну стадію роботи 18900 −=p кПа. 
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Для визначення несучої спроможності та деформативності буронабивної палі з розширенням 
залучено програмний комплекс, який використовує метод граничних елементів [2]. 

Рівняння стану буронабивної палі з розширенням під навантаженням в розрахунку визначало 
інтегральне рівняння [2], [3] 

 пл ,ij ij ij ij ij ij ij ij
Г Г

C u p u dГ p u dГ d∗ ∗ ∗

Ω
′⋅ + ⋅ = ⋅ + σ ⋅ ε Ω∫ ∫ ∫  (1) 

де U — заданий вектор переміщень на границі палі; ijp  — вектор напружень на цій границі; U*, р*, 
σ* — ядра граничного рівняння — це розв’язки Р. Міндліна для Р = 1 у півпросторі для перемі-
щень, напружень і похідних від напружень, відповідно; Сij — матриця, яка визначається з умов 
руху тіла як цілого; Г, ξ, Х — відповідно, гранична поверхня фундаментної конструкції, точка 
прикладання Р = 1, точка спостереження. Рівняння (1) є граничним інтегральним рівнянням щодо 
значень шуканих функцій (напружень по боковій поверхні та підошві палі) на границі дослідного 
об’єкта. Ця важлива обставина надає найбільшої привабливості цьому рівнянню, яке стає вельми 
прийнятним для досліджень числовими методами. 

Визначення несучої здатності та величини осідання фундаментної конструкції проводилось в 
такій послідовності: 

– дискретизація граничної контактної поверхні фундаментної конструкції та активної зони ґрунту 
(рис. 1); 

– компоновка розрахункових матриць впливу МГЕ на основі розв’язків Р. Міндліна; 
– запис розрахункових систем рівнянь; 
– розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, отримання НДС фундаментної конструкції 

на кожному етапі навантаження; 
– визначення областей граничного стану із аналізу вектора пластичних деформацій; 
– прийняття і обґрунтування проектного рішення про несучу спроможність буронабивної палі з 

розширенням. 
Для розгляду тривимірної задачі пружно-пластичної поведінки ґрунтової основи споруди гра-

ниця контакту фундаментної конструкції та ґрунту дискретизувалась лінійними граничними еле-
ментами (ГЕ) , а підвалини, де очікуються пластичні деформації, дискретизувались 167 внутріш-
німи осередками трикутної форми (рис. 1). 

Матричне співвідношення інтегрального граничного рівняння рівноваги (1) для граничного  
вузла ξі  має вигляд 

 ,PHU GP DE= +  (2) 

де * ,
Г

Н ФdГ= ρ∫ *

Г
G U ФdГ= ∫ — інтеграли по кожному граничному елементу бокової поверхні та 

нижньої поверхні (п’яти), обчислюються за схемами числового інтегрування двовимірних квадра-
тур Гауса [2], [3], G – матриця впливу МГЕ; U*, р* — ядра граничного рівняння, матриці впливу 
Гріна, в цій роботі — це фундаментальні сингулярні розв’язки Р. Міндліна; Г, ξ, х — відповідно, 
границя, точка збурення, точка спостереження; *D ТФ d

Ω
= σ Ω∫  — матриці D відповідають інтегра-

ли, які включають непружні деформації. 
Інтеграли по внутрішніх осередках ґрунту Ω обчислюються за схемою напіваналітичного інтег-

рування з використанням формул Хамера [2], [3]. 
Мінливість процесу деформування ґрунту основи споруди в роботі проведено за дилатансійною 

математичною моделлю Ніколаєвського–Бойка [4], [5]. Поведінку ґрунту в нелінійній стадії опи-
сано неасоційованим законом пластичної течії. Для врахування дисипативних ефектів ґрунту до 
рівняння (1) додавались: 

а) неасоційований закон пластичної течії 

 пл , ,ij
ij

dFd d F f
d

ε = λ ≠
σ

 (3) 

де F — пластичний потенціал (дисипативна функція пористого середовища ґрунту); f — критерій 
переходу до пластичного стану; dλ — скалярний множник; 
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б) критерій переходу в пластичний стан. 
Настання граничного стану визначалося згідно з октаедричною теорією міцності Мізеса–Шлей-

хера–Боткіна, яка припускає руйнування ґрунту по октаедричних площадках 

 
окт окт 0

0 окт 0

tg 0, якщо ,

tg 0, якщо ,

f T ps
f T ps

= + σ ⋅ ψ − τ = σ ≤
 = + ρ ⋅ ψ − τ = σ >

 (4) 

де T  — інтенсивність дотичних напружень (інтенсивність девіатора напруг), октσ — гідростатич-
ний тиск; ψ  — граничний кут тертя на октаедричній площині, аналогічний куту внутрішнього 
тертя, sτ  — значення граничних напружень на октаедричній площині, коли 0mσ = ; 0p — величи-
на гідростатичного тиску на девіаторній площині, коли ґрунт працює як суцільне середовище (ме-
жа переходу від конуса до циліндра в теорії Мізеса–Шлейхера–Боткіна). 

Як додаткова умова до неасоційованого закону пластичної течії (3) замість вимоги ортогональ-
ності вектора пластичних деформацій p

ijdε  до поверхні навантаження f  використано дилатансій-
ну теорію ґрунтового середовища Ніколаєвського–Бойка [4], [5] (для корегування неспіввісності 
тензорів напруг і тензорів деформацій роботи навантаженого ґрунту в пластичній стадії) : 

 шар ,pd dε = Λ ⋅ γ  (5) 

де шар
pdε  — приріст непружних змін об’єму, що супроводжують зсув; dγ  — приріст інтенсивнос-

ті зсуву. 
Напрацьована дилатансійна модель з’єднує розрахунок ґрунтових основ за обома граничними 

станами (за деформаціями та несучою здатністю) у рамках єдиної розрахункової схеми. На рис. 2 
за використання розробленої моделі спрогнозовано несучу здатність палі в залежності від величи-
ни її деформації для вищезазначеної геологічної ситуації будівельного майданчика споруди. 
 

 
Рис. 2. Графік залежності «навантаження–осідання» буронабивної палі довжиною L = 12 м,  

діаметром d = 0,6 м  з розширенням в області п’яти палі 1,6 м 
 

Матеріали статті частково апробовано авторами на Всеукраїнській науково-практичній Інтер-
нет конференції студентів, аспірантів та молодих науковців «Молодь в науці: дослідження, про-
блеми, перспективи» і висвітлені в тезах доповіді [6]. 

Висновки 
1. Числові дослідження за МГЕ несучої спроможності по ґрунту буронабивної палі довжиною 

12 м, діаметром 0,6 м з розширенням в зоні п’яти палі 1,6 м відповідають даним нормативних дос-
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ліджень та добре корелюють з розрахунком цієї палі за допомогою програмного комплексу 
«Palya», в основі якого закладено положення розрахунку паль за нормативними документами. Ве-
личина несучої спроможності палі згідно з ПК «Palya» склала 2888 кН. 

2. Запропонована дилатансійна модель дає можливість відслідковувати НДС ґрунтової основи
на всіх етапах навантаження та отримати графік роботи фундаментної конструкції «навантажен-
ня—осідання». 
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Prognosis of Deformation of Boring Piles with Expansion 
with the Ground Basis after Method of Border Elements 

1Vinnytsia National Technical University 
Modern high-rise building, raised the issue of the need to consider in design calculations the complexity of ground condi-

tions, their redistributive properties, characteristics of deformation of foundation structures and the need to consider the 
basis and foundation as a single system, although the components of this system are of different nature. The results of the 
monitoring sediment of buildings show significant discrepancies between their actual and estimated values. This is due to 
the conventional numerical schemes, to the neglect of the processes on the load of soil. The strength of the soil significantly 
depends on the trajectory of loading, the initial density, the ratio deviator and ball part of stress tensor, i.e. with the effects of 
dilatancy and contractancy. Therefore, the development and refinement of computational models of foundations of struc-
tures is relevant to the present day. 

Today in the applied technical Sciences the process is not possible without switching to mathematical modeling. Dis-
persible soils tend to have effects of dilatancy — volume changes when you shift under load the solid particles of the soil 
move in the pore space, which inevitably leads to one of the temporary changes in the volume and shape. Therefore, for the 
calculation of the soil bases in addition to the theory of elasticity it is necessary to use plastic mathematical models. The 
main objective in the design is to minimize subsidence of the soil under the foundations, because this helps to reduce addi-
tional loads in the superstructure that must accept a number of permanent and temporary loads. 

In the work on elastic-plastic dilatancy model and the numerical TE there has been predicted the behavior under load of 
boring pile, with L = 12 m, diameter d = 0,6 m and 1,6 m extension at the heel of the piles. Boring piles with the extension 
are commonly used in industrial and civil engineering, have a technical and economic perspective. Fifth pile Foundation 
takes 28…35 % of the load. The extension of the pile shaft in the heel area increases as the surface of the heel and the 
dimensions of the side surface, thereby increasing the bearing capacity of piles and reduce sediment.  

Keywords: boring pile with expansion, tensely-deformed state (VAT), method of border elements. 
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Прогноз деформирования буронабивных свай с расширением 
с грунтовым основанием по методу граничных элементов 

1Винницкий национальный технический университет 
Современное высотное строительство вызвало необходимость  учета в проектных расчетах всей сложно-

сти грунтовых условий, их перераспределительных свойств, особенностей деформирования фундаментных 
конструкций и необходимости рассматривать основу и фундамент как единую систему, хотя составляющие 
этой системы имеют различную природу. Результаты мониторинга осадок зданий показывают значительные 
расхождения между фактическими и расчетными их значениями. Это объясняется условностью расчетных 
схем, неучитыванием реальных процессов загрузки грунтов. Прочность грунта существенно зависит от тра-
ектории нагружения, начальной плотности, соотношений девиаторной и шаровой части тензора напряжений, 
т. е. с эффектами дилатансии и контрактансии. Потому развитие и уточнение расчетных моделей оснований 
сооружений является актуальным на сегодня. 

Сегодня в прикладных технических науках процесс расчета не возможен без использования  математическо-
го моделирования. Дисперсным грунтам свойственны эффекты дилатансии — изменения объема при сдвиге, 
под действием нагрузки твердые частицы грунта перемещаются в поровое пространство, что неизбежно 
ведет к одновременному изменению объема и формы.  

Поэтому для расчета грунтовых оснований кроме аппарата теории упругости необходимо использование 
пластических математических моделей. Основная задача при проектировании — сведение к минимуму просадок 
гранта под фундаментами, поскольку благодаря этому уменьшаются дополнительные нагружения наземных 
конструкций, которые и без того находятся под действием постоянных и временных нагрузок. 

В работе с использованием упруго-пластичной дилатансионной модели и числового МГЭ спрогнозировано 
поведение под нагрузкой буронабивной сваи L = 12 м, диаметром d = 0,6 м с расширением 1,6 м в области пяты 
сваи. Буронабивные сваи с расширением широко распространены в промышленном и гражданском строительст-
ве, имеют технико-экономические перспективы использования. Пята свайного фундамента воспринимает 
28…35 % нагрузки. Расширение ствола сваи в области пяты увеличивает как поверхность пяты, так и размеры 
боковой поверхности сваи, что способствует повышению несущей способности свай и уменьшает осадку.  

Ключевые слова: буронабивная свая с расширением, напряженно-деформированное состояние (НДС), метод 
граничних элементов (МГЭ). 
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