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Розглянуто оптимізаційну задачу теорії розкладів, у якій машини є паралельними та ідентичними, 
а роботи, окрім тривалостей виконання, мають часові вікна, тобто часові інтервали, в межах яких 
робота може бути виконана, а поза межами яких — не може. Часове вікно роботи визначається мо-
ментом її надходження в систему, що в загальному випадку є ненульовим, та її директивним стро-
ком. Вважається, що всі часові вікна належать інтервалу від мінімального моменту надходження до 
максимального директивного строку, а кожна робота має одне і тільки одне часове вікно. Критерія-
ми оптимізації є: максимізація кількості робіт, що виконуються, та максимізація сумарної тривалості 
робіт, що виконуються. Проведено аналіз подібних задач, як-от задачі планування завантаженості 
процесора та задачі упаковки. Указані приклади практичного застосування задачі, що розглядається. 
Запропоновано евристичний алгоритм розв’язання задачі, що полягає у розгляді робіт у певному 
порядку, пошуку для неї машини та визначення моменту початку виконання роботи. Запропоновано 
чотири варіації цього евристичного алгоритму, що базуються на евристичних правилах порядку 
розгляду робіт в залежності від параметрів робіт, таких, як тривалість виконання, ширина часового 
вікна, люфт (різниця ширини вікна та тривалості роботи), та відношення ширини вікна до тривало-
сті роботи. Проведена серія експериментів, що дозволяє оцінити, яка з варіацій алгоритму є ефек-
тивною для розв’язання задачі для кожної з двох розглянутих критеріїв оптимізації. В ході проведення 
експериментів встановлено, що для критерію максимізації кількості робіт, що виконуються, ефек-
тивним правилом є впорядкування за шириною часового вікна, а для критерію максимізації сумарної 
тривалості кількості робіт, що виконуються — впорядкування за тривалістю виконання робіт. 

Ключові слова: теорія розкладів, паралельні машини, момент надходження, директивний строк, ев-
ристичний алгоритм. 

Вступ 

Задача складання розкладу з урахуванням часових вікон належить до класу задач календарного 
планування. Календарне планування є процесом прийняття рішень, що має практичне застосуван-
ня у багатьох галузях науки і техніки. Задачі календарного планування належать до задач теорії 
розкладів. Для знаходження розв’язків задач теорії розкладів використовуються як точні методи, 
так і наближені (евристичні) методи, що зводяться до визначення порядку призначення робіт на 
доступні ресурси та власне призначення робіт на машину. 

Предметом дослідження є дві задачі резервації з паралельними ідентичними машинами, у яких 
для кожної роботи відомі час надходження до системи та директивний строк, що формують часове 
вікно, та тривалість виконання роботи. Задачі відрізняються цільовими функціями (ЦФ): в першій 
з них максимізується кількість робіт, що виконуються, в другій — максимізується сумарна трива-
лість виконуваних робіт. 

Метою дослідження є розробка алгоритму розв’язання поставлених задач та підбір параметрів, 
за яких досягається найбільша ефективність за умови знаходження розв’язків. 

Пінедо [1] розглядає узагальнений варіант поставленої задачі (з ЦФ максимізації зваженої кіль-
кості робіт, що виконуються) у двох варіаціях: коли ширина часового вікна дорівнює тривалості 
виконання роботи, та коли ширина часового вікна більша за тривалість виконання роботи. Обидві 
ці задачі в загальному випадку є NP-складними. Натомість алгоритми, що розглядаються у [1], 
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працюють лише з цілими числами у вхідних даних. 
У [2]—[5] розглядаються схожі задачі з їхнім використанням у плануванні завантаженості про-

цесорів; в ході планування вони враховують різницю між шириною часового вікна та тривалістю 
виконання роботи. 

Також поставлена задача подібна до задач упаковки в тому сенсі, що слід якомога щільніше за-
повнити певний простір (у цьому випадку — часові осі, що відповідають машинам) певними 
об’єктами (у цьому випадку — роботами). У [6]—[9] розглядаються алгоритми одновимірної упа-
ковки, загальна ідея яких полягає у максимізації заповнення блоків, що подібно постановці поста-
вленої задачі. У [9]—[13] також розглядаються схожі задачі, але вони належать до інших класів 
задач пакування, а саме пакування з більшою кількістю вимірів (2 та більше). 

На практиці ця задача може бути використана для: 
– планування графіка певного заходу, в ході якого рівнозначні експерти мають обслуговувати 

людей, що прийшли до них на консультацію; 
– планування графіка обслуговування пацієнтів у терапевтів певної поліклініки, причому кож-

ний пацієнт може прийти лише у визначений ним період часу. 

Постановка задачі 

Нехай маємо m паралельних ідентичних машин (позначаються Mi, 1,i m= ) та n робіт (познача-
ються Jj, 1,j n= ). Для кожної роботи відома тривалість її виконання pj та границі часового вікна: 

– момент надходження роботи у систему (момент часу, раніше за який виконання роботи не 
може розпочатися) rj; 

– директивний строк (момент часу, пізніше за який не може бути завершено виконання роботи) dj. 
Водночас момент надходження та директивний строк кожної роботи обмежені мінімальним 

моментом надходження Rmin та максимальним директивним строком Dmax відповідно, так щоби 
часове вікно кожної роботи входило в інтервал [Rmin; Dmax].  

Величина Uj позначає, чи виконується робота Jj. Uj набуватиме значення 1, якщо робота Jj ви-
конується, і набуватиме значення 0, якщо робота Jj не виконується. 

Розглядаються задачі з такими ЦФ: 

– максимізація кількості робіт, що виконуються 
1
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– максимізація сумарної тривалості виконання робіт, що виконуються 
1

n
j j

j
p U

=

 
 
 
∑ . 

За нотацією Грехема, задача з першою ЦФ може бути записана як 
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Евристичний алгоритм розв’язання задачі 

Пропонується евристичний алгоритм для розв’язання задачі з будь-якою із запропонованих 
ЦФ. У цьому алгоритмі для кожної невиконаної роботи за певними правилами обчислюється її 
пріоритет. Ці пріоритети обчислюються на основі так званого показника гнучкості, згідно з яким 
вищий пріоритет надається роботам з вужчим часовим вікном та більшою тривалістю виконання. 

Запропоновано такі евристичні правила обчислення показників гнучкості: 
– на основі тривалості (дорівнює тривалості виконання роботи, помноженій на –1, тобто jp− ), 

позначатиметься P; 
– на основі ширини вікна (дорівнює ширині часового вікна, тобто j jd r− ), позначатиметься W; 
– абсолютна гнучкість (дорівнює різниці ширини вікна та тривалості роботи, тобто ширина 

люфту, тобто j j jd r p− − ), позначатиметься A; 

– відносна гнучкість (дорівнює відношенню ширини вікна до тривалості роботи, тобто j j

j

d r
p
−

), 

позначатиметься R. 
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Таким чином, алгоритм матиме параметр — евристичне правило обчислення показника гнучко-
сті роботи. В ході експериментів досліджується вплив цього правила на ефективність алгоритму.  

Евристичний алгоритм розв’язання задачі такий: 
0. Обчислити показники гнучкості для кожної роботи. 
1. Впорядкувати роботи за неспаданням значень показників гнучкості. 
2. ЦИКЛ за роботами: 

2.1. Визначити порядок розгляду машин випадковим чином. 
2.2. ЦИКЛ за машинами (у порядку, визначеному на кроці 2.1): 

2.2.1.  Визначити множину можливих моментів початку виконання роботи в межах часово-
го вікна (з урахуванням того, що на інтервалі від моменту початку виконання до мо-
менту завершення виконання роботи машина не має виконувати жодну іншу роботу). 

2.2.2.  ЯКЩО множина порожня, ТО перейти на наступну ітерацію циклу за машинами. 
2.2.3.  ІНАКШЕ: 

2.2.3.1. Згенерувати момент початку виконання роботи випадковим чином з елементів 
множини, визначеної на кроці 2.2.1. 

2.2.3.2. Призначити поточну роботу поточній машині з моментом початку виконання 
роботи, визначеним на кроці 2.2.3.1. 

2.2.3.3. ЯКЩО поточна робота призначена машині, ТО вийти з циклу за машинами. 
2.3.  ЯКЩО поточна робота не призначена жодній машині, ТО відхилити роботу. 

До переваг запропонованого алгоритму перед тим, що розглядається у [1], належить його випад-
ковість; багатократний запуск алгоритму може покращити результати його роботи. Іншою його 
перевагою є можливість працювати з нецілими вхідними параметрами робіт. До недоліків можна 
віднести те, що в ході пошуку часового інтервалу для призначення роботи запропонований алго-
ритм не враховує, на який часовий інтервал претендує менше робіт. 

План експериментів 
В ході експериментів генеруються задачі з однаковою кількістю машин, але різною кількістю 

робіт; ці задачі розв’язуються запропонованим алгоритмом з різними параметрами. 
Загальний план експерименту виглядає таким чином: 
1. Для кожної кількості робіт {100;101; ;1000}n∈  : 

1.1. Згенерувати 10 індивідуальних задач з m = 4, визначеним n, нормально розподіленими 
тривалостями виконання робіт, бімодально розподіленими моментами надходження ро-
біт та рівномірно розподіленими відношеннями ширини часових вікон до тривалостей 
виконання робіт. 
1.1.1. Для кожної індивідуальної задачі: 

1.1.1.1. Для кожного евристичного правила із {P, W, A, R}: 
1.1.1.1.1. Розв’язати задачу з заданим показником гнучкості по 10 разів. 
1.1.1.1.2. Запам’ятати найкраще з отриманих значень кожної  ЦФ окремо. 

2. Обробка отриманих результатів. 
В пункті 1.1.1.1.2 для кожної індивідуальної задачі та кожної ЦФ реєструються показники ефе-

ктивності: 
– евристичне правило, що знайдено найкраще із зареєстрованих значень ЦФ; 
– відносне відхилення від найкращого із зареєстрованих значень ЦФ для кожного з алгоритмів. 
На основі кількості індивідуальних задач, в яких евристичне правило знайшло найкраще зна-

чення ЦФ, та середнього відносного відхилення від найкращого значення ЦФ, приймається висно-
вок стосовно порівняння ефективності алгоритму за умови використання різних евристичних пра-
вил. Найкращим правилом визнається те, яке знайшло найкращий розв’язок для найбільшої кіль-
кості задач та має найменше середнє відносне відхилення від найкращого значення ЦФ. 

Результати експериментів 
В ході експериментів для генерації параметрів робіт в індивідуальних задачах використовува-

лися такі величини: 
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– мінімальний момент надходження 0; 
– максимальний директивний строк 480; 
– усічено-нормально розподілена тривалість виконання роботи з математичним сподіванням 10 

та середньоквадратичним відхиленням 1; 
– неперервно рівномірно розподілене відношення ширини часового вікна до тривалості вико-

нання роботи на відрізку [1,01; 5]; 
– бімодально розподілений момент надходження робіт (з рівною ймовірністю генерується усі-

чено-нормально розподілена величина з математичним сподіванням 144 або 336, середньоквадра-
тичне відхилення 192). 

Крім цього, застосовуються такі валідації вхідних даних: 
– тривалості виконання всіх робіт повинні бути більші за 1;  
– часові вікна всіх робіт повинні належати інтервалу [0; 480]. 
В ході експерименту для задачі з ЦФ максимізації кількості виконуваних робіт, отримані ре-

зультати, подані в табл. 1. Для цієї задачі алгоритм показує кращі результати з евристичним пра-
вилом W (впорядкування за шириною часового вікна). 

Таблиця 1 
Показники ефективності для ЦФ максимізації кількості виконуваних робіт 

Евристичне 
правило 

Кількість індивідуальних задач, в яких евристичне  
правило знайшло найкраще значення ЦФ 

Середнє відносне відхилення від  
найкращого значення ЦФ, % 

P 10  (0,11 %) 16,85 

W 7700  (85,64 %) 0,18 

A 1404  (15,58 %) 2,28 

R 995  (11,04 %) 4,04 
 
В ході експерименту для задачі з ЦФ максимізації сумарної тривалості виконання робіт, отри-

мані результати, подані в табл. 2. Для цієї задачі алгоритм показує кращі результати з евристич-
ним правилом P (впорядкування за тривалістю виконання роботи). 

Таблиця 2 
Показники ефективності для ЦФ максимізації сумарної тривалості виконання робіт 

Евристичне 
правило 

Кількість індивідуальних задач, в яких евристичне  
правило знайшло найкраще значення ЦФ 

Середнє відносне відхилення від 
найкращого значення ЦФ, % 

P 8241 (91,47 %) 0,14 
W 117 (1,30 %) 6,69 
A 126 (1,40 %) 5,49 
R 657 (7,29 %) 3,83 

Висновки 

В ході роботи розглянуто задачі теорії розкладів з паралельними ідентичними машинами, ненульо-

вими моментами надходження та директивними строками: 
1
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пропоновано евристичний алгоритм її розв’язання та чотири евристичні правила порядку розгляду 
робіт. Проведено серію експериментів для визначення ефективного евристичного правила. У випад-

ку ЦФ 
1
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∑ , найефективнішим є евристичне правило впорядкування за шириною часового вікна, у 

випадку ЦФ 
1

n
j j

j
p U

=
∑  — евристичне правило впорядкування за тривалістю виконання роботи. 
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The article is devoted to the scheduling optimization problem in which the machines are parallel and identical, and jobs, 
apart from their processing times, also have time windows, i.e. time intervals within the limits  of which the job can be per-
formed, and outside of which the job cannot be performed. The job’s time window is determined by its release date, which is 
non-zero in general case, and its and due date. It is considered that all time windows belong to the interval between the 
minimum release date and the maximum due date, and that each job has one and only one time window. The optimization 
criteria are: maximization of the number of jobs that are performed, and maximization of the total duration time of jobs that 
are performed. The analysis of the similar problems, such as problems of processor’s computational load planning, and bin-
packing problems, was conducted. The examples of practical usage of the considered problem were provided. The heuristic 
algorithm for solving the problem was proposed, and it is comprised of consideration of the job in a certain order, and search 
of the machine and starting time for this job. Four variations of this heuristic algorithm that are based on heuristic rules of job 
consideration order depending on jobs’ parameters are proposed, such as processing time, time window width, slack (differ-
ence between time window width and processing time), and ratio of time window width to processing time. A series of exper-
iments was conducted to evaluate which algorithm variation is effective for solving the problem for each of two suggested 
optimization criteria. In the process of experiments, it was determined that for the criteria of maximization of the number of 
jobs that are performed , the effective rule is based on time window width, and for the criteria of maximization of the total 
duration  time of jobs that are performed, the effective rule is based on the duration of the job realization. 

Keywords: scheduling, parallel machines, release date, due date, heuristic algorithm. 
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