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НЕВИЗНАЧЕНОСТІ ДАНИХ 
Поняття множини є одним із основних первинних понять, на яких базується сучасна математи-

ка. Тому поява в 1965 році роботи Л. Заде [1], в якій введено більш загальне поняття нечіткої 
множини обумовила бурхливий розвиток теорії нечітких множин та перегляду багатьох математи-
чних фундаментальних понять, теорій і концепцій з метою розширення їх на більш загальний ви-
падок нечітких множин. Таке розширення привело фактично до створення математики нечіткості, 
яка в окремому випадку переходить в межі звичайних математичних теорій, що базуються на по-
нятті звичайної (чіткої) множини у відповідності до того, як нечітка множина в окремому випадку 
її функції належності переходить в звичайну множину. 

Математична теорія прийняття рішень в умовах невизначеності даних, однією із перших 
сприйняла та почала використовувати концепції теорії нечітких множин. З точки зору цієї теорії 
з’явилась можливість в просторі невизначеності параметрів задачі задати нечітке представлення 
цих невизначених параметрів та  в результаті отримати деякий нечіткий розв’язок (дивись, напри-
клад [2, 3]). 

Таким чином  Л. Заде поширив математичний формалізм до такого рівня, де чіткі значення па-
раметрів в деякому універсумі задачі не існують, або не сформовані, або невідомі, але обов’язково 
існують їх нечіткі представлення у вигляді нечітких множин із заданими їх функціями належності. 
Тим самим між станом повної невизначеності параметрів задачі, коли на універсумі цих парамет-
рів не задано ніяких математичних структур окрім самого універсума та станом визначеності, коли 
в універсумі задані чіткі значення параметрів, з’явився проміжний стан нечітко заданих парамет-
рів. Математика нечіткості розробляє методи роботи з такими нечіткими об’єктами, але її форма-
лізм не має ніякого відношення до того, де взялися ці нечіткі об’єкти. 

Це типова і законна ситуація для математичних теорій. Наприклад, математичні теорії та мето-
ди традиційної математики працюють там, де задані деякі детерміновані дані. Математичний фор-
малізм не має ніякого відношення до того, як їх отримати. Це залишається концептуальною про-
блемою, в окремому випадку — проблемою фізичних вимірів. Теорія ймовірностей працює тільки 
там, де відомі ймовірності випадкових подій, функції розподілу ймовірностей випадкових вели-
чин, точок, векторів, тощо. Аксіоматична теорія ймовірностей, як формальна математична теорія 
немає ніякого відношення до того, де взялися ці ймовірності та функції розподілу ймовірностей. 
Проблеми отримання функцій розподілення ймовірностей лежать за межами цієї теорії і вимага-
ють виконання масових експериментів за умови наявності їх статистичної стійкості, що дає мож-
ливість інтерпретувати ймовірність, як частоту появи тієї чи іншої випадкової події в статистич-
ному експерименті. Якщо виконання відповідного експерименту неможливе з тієї чи іншої 
причини, або відсутня статистична стійкість експерименту, то для визначення функцій розподілу 
ймовірностей залишається можливість використовувати експертні оцінки. Але в цьому випадку 
ймовірність повинна бути інтерпретована як суб’єктивна ступінь впевненості експерта в можливо-
сті настання тієї чи іншої випадкової події. 

Що стосується нечітких множин, то суб’єктивні експертні оцінки є на цей час єдиним джере-
лом для визначення їх функцій належності. Тому отримані таким чином результати можуть знач-
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ною мірою залежати як від самого експерта, так і від методу проведення експертної процедури, в 
результаті якої повинні бути отримані функції належності невизначених параметрів, а значить 
ступені належності кожного елемента універсума кожній із відповідних нечітких множин. У пе-
редмові до роботи [2] М. М. Моісеєв справедливо зазначив, що отримані таким способом функції 
належності завжди залишаються тільки гіпотезами. 

На погляд авторів цієї статті з означених причин між станом повної невизначеності та станом 
нечіткого представлення невизначених параметрів доцільно було б ввести деякий проміжний стан, 
який передував би нечіткому представленню невизначених параметрів і в якому б формувались 
більш загальні в порівнянні з нечіткими множинами математичні структури та діяли деякі форма-
льні закони, які б обмежували суб’єктивні рішення експерта та контролювали їх несуперечність. 

Математична структура, яка повинна відповідати цьому проміжному стану  на думку авторів 
повинна розбивати елементи універсума на класи, для яких задаються тільки деякі верхні та нижні 
точні грані можливих рівнів належності, на яких можуть знаходитись ці елементи по відношенню 
до ще неіснуючих нечітких об’єктів. Що стосується конкретних ступенів належності кожного еле-
мента універсума нечітким об’єктам, то в межах цього проміжного стану вони не повинні визнача-
тись. Такі структури, які є передмножиною в звичайному та нечіткому трактуванні поняття «мно-
жина», автори назвали слабкою множиною. 

Наведемо основні результати запропонованої авторами строгої математичної формалізації сла-
бких множин. 

Множину Mα , яка утримує найменший та найбільший елементи стосовно заданого на ній біна-
рного відношення нестрогого досконалого порядку Dα, будемо називати множиною ненапрямле-
них рівнів належності. 

Оскільки, в будь-якій упорядкованій множині, якій належать найменший та найбільший елеме-
нти, найменший елемент є одночасно єдиним мінімальним елементом цієї множини, а найбільший 
елемент — єдиним максимальним її елементом [4], то, на цій підставі, надалі будемо називати ці 
елементи відповідно мінімальним та максимальним і позначати  min M α та  max M α. 

Діагональне відношення Eα на Mα будемо називати відношенням рівності, а відношення 
2

E Mω ω= \ Eα відношенням нерівності ненапрямлених рівнів належності. Відношення Sα = Dα\ 

Eα , індуковане відношенням Dα , називатимемо строгою упорядкованістю ненапрямлених рівнів 
належності. 

Двоелементну множину Mω = {+, –} із заданим на ній нестрогим лінійним порядком Dω  таким, 
що Dω = {(+, +), (+, –), (–, –)}, будемо називати множиною напрямленостей рівнів належності. 

Діагональне відношення Eω на Mω будемо називати рівністю, а відношення 2
E Mω ω= \ Eω від-

ношенням нерівності напрямленостей. Відношення Sω = Dω\ Eω , індуковане відношенням Dω на-
звемо строгою упорядкованістю елементів множини Mω. В такому випадку отримаємо: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }, , –, – , ,– , –, ,  , – .E E Sωω ω= + + = + + = +  

У відповідності з відношенням Sω введемо мінімальний та максимальний елементи множини 
Mω :  min M ω = —  та  max M ω = +. 

Напрямленість «–» будемо називати негативною, а напрямленість «+» — позитивною. Згідно 
відношення Sω, за аналогією до відношення > на множині дійсних чисел, будемо говорити, що 
позитивна напрямленість більша за негативну. 

Множину Mαω = Mα × Mω\ ( ){ }maxM ; minM  α ω із заданим на ній бінарним відношенням стро-

гого досконалого порядку Sαω  таким, що 

 ∀(α, ωα) , (β, ωβ)∈Mαω((β, ωβ) Sαω  (α, ωα) 
df
⇔ (β Sαα ∧ ωβ Eωωα)  ∨ (ωβ  Sωωα )) (1) 

будемо називати простором напрямлених рівнів належності або просто простором (множиною) 
рівнів належності. 
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Як відомо елементи декартового добутку є упорядковані пари. Перший елемент кожної такої 
пари, який належить множині Mα будемо позначати першими малими літерами грецького алфавіту 
α, β, γ. Позначаючи другий елемент кожної такої пари, який належить множині Mω будемо вико-
ристовувати його можливі значення + та –. Для загального позначення другого елемента упоряд-
кованої пари будемо використовувати останні символи грецького алфавіту ω, ψ  та інші. 

За необхідності звернутись до елементів множини Mαω  як до упорядкованих пар з конкретним 
значенням другого елемента пари будемо писати (α, +), (β, –) або простіше α +, β  −.  Для загального 
звернення як до першого так і до другого елемента упорядкованої пари із множини Mαω  будемо 
використовувати позначення  (α, ω), (β, ψ ) або (α, ωα) (β, ωβ ) або більш коротко α ω, β ψ. 

Із означення простору напрямлених рівнів належності випливає, що йому належать всі елемен-
ти декартового добутку множин Mα та Mω за виключенням елемента (max Mα ; min Mω). Крім того, 
на цій множині повинно бути задано бінарне відношенням строгого досконалого порядку виду (1). 

Діагональне відношення Eαω  на Mαω  будемо називати рівністю напрямлених рівнів належнос-
ті. В такому випадку будемо мати 

∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  ((α, ωα) Eαω  (β, ωβ) ⇔ α Eα β  ∧  ωαEω ωβ). (2) 

Відношення 2
E Mαω αω= \ Eαω  назвемо нерівністю елементів множини Mαω. В такому випадку з 

урахуванням (2) отримаємо: 

∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mα ω  ((α, ωα) Eαω (β, ωβ) ⇔ α Eα β  ∨  ωα Eω ωβ).

Відношення нестрогого порядку Dαω  = Sαω∪Eαω , індуковане відношенням Sαω  на Mαω , будемо 
називати нестрогою лінійною упорядкованістю напрямлених рівнів належності. Наступна теорема 

задає необхідні і достатні умови для відношення Dαω  ⊆ 2
Mαω , виражаючи його через відношення 

Dα ⊆ 2
Mα ,  Eω  ⊆ 2

Mω  та Sω ⊆ 2
Mω . 

Теорема. Відношення Dαω на Mαω є відношенням лінійного нестрогого порядку напрямлених 
рівнів належності тоді та тільки тоді, коли для будь-яких (α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  істинним є 
вираз 

(β, ωβ)Dαω(α, ωα) ⇔ ((β Dαα  ∧ ωβ Eω ωα) ∨ (ωβ Sωωα)). (3) 

Доведення. Запишемо рівність Dαω  = Sαω  ∪ Eαω   у вигляді співвідношень. Враховуючи (1) та 
(2) для будь-яких (α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω   отримаємо 

(β, ωβ)Dαω(α, ωα) ⇔ ((β Sαα ∧ ωβ Eω ωα) ∨ (ωβ Sω ωα) ∨ (α Eα β ∧ ωαΕω ωβ)). (4) 

Зазначимо, що вираз (ωβ Sωωα) присутній в обох виразах (3) та (4), як операнд операції диз’юнкції. 
Тому для доведення теореми необхідно і достатньо показати, що 

(β Dαα  ∧ ωβ Eω ωα) ⇔ (β Sαα ∧ ωβ Eω ωα) ∨ (α Eα β  ∧  ωαΕω ωβ). (5) 

Використовуючи символ ≡, як метапозначку рівносильності введемо позначення a ≡ β Sαα, b ≡ ωβ

Eω ωα, c ≡ β Eαα. Оскільки будь-які діагональні відношення симетричні, а Eω та Eα є діагональними 
відношеннями, то ωαΕω ωβ ≡ ωβ Eω ωα ≡ b,  а  α Eα β ≡ β Eαα ≡ c. Враховуючи це, перепишемо праву 
частину виразу (5), використовуючи введені позначення у вигляді: (a ∧ b) ∨ (c ∧ b). Використовуючи 
дистрибутивні властивості диз’юнкції та кон’юнкції, отримаємо ланцюжок рівносильностей: 
(a ∧ b) ∨ (c ∧ b) ≡ [(a ∧ b) ∨ c] ∧ [(a ∧ b) ∨ b] ≡ [(a ∧ b) ∨ c] ∧ b ≡ (c ∨ a) ∧ (c ∨ b) ∧ b) ≡ (c ∨ a) ∧ b. 
Підставляючи в останній вираз замість a, b, c їх значення, отримаємо (α Eα β ∨βSαα) ∧ (ωβ Eωωα). 
Оскільки Dα = Sα ∪ Eα ,  то (β Eαα ∨ βSαα ) ≡ β Dαα. З урахуванням цього останній вираз отримає 
вигляд β Dαα ∧ ωβ Eω ωα, що і потрібно було довести. 

Тепер доведемо теорему про найменший та найбільший елементи множини Mαω , позначаючи 
їх відповідно min Mαω та max Mαω .  

Теорема. Множина напрямлених рівнів належності утримує найменший та найбільший елеме-
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нти для яких справедливі рівності 

 minMαω  = (minMα, minMω), (6) 

 maxMαω  = (maxMα, maxMω). (7) 

Доведення. Спочатку доведемо, що існує найменший елемент множини Mαω , який задовольняє 
рівності (6). Як відомо [5], елемент minMαω буде найменшим відносно відношення Dαω  тоді та 
тільки тоді, коли ∀(α, ω)∈Mαω  ((α, ω) Dαω  minMαω). 

Якщо в будь-якій частково упорядкованій множині існує найменший елемент, то він єдиний 
[4]. Припустимо, що (minMα, minMω) не є мінімальний елемент множини Mαω. Тоді повинен існу-
вати відмінний від нього елемент (β, ω)∈Mαω , такий, що (minMα, minMω) Dαω  (β, ω) ∧ (minMα, 
minMω) pEα (β, ω), або, що рівносильно  (minMα, minMω) Sαω  (β, ω). 

Але, згідно (1) (minMα, minMω) Sαω(β, ω) ≡ (minMαSαβ ∧ minMωEωω) ∨ minMωSωω. 
Оскільки співвідношення minMα Sα β   та minMω  Sωω суперечать означенню найменшого еле-

мента, то отриманий вираз є хибним. Це означає, що зроблене припущення невірно, а значить еле-
мент (minMα, minMω)  множини Mαω є найменшим елементом цієї множини, що і потрібно було 
довести. 

Існування найбільшого елемента множини Mαω і тотожність рівності (7) доводиться аналогічно. 
З урахуванням введених вище понять дамо означення слабкої множини. 

Слабкою множиною A  в універсумі X називається множина упорядкованих пар 

{x, νA(x) | x∈X ∧ νA: X → Mαω}. 

Функцію νA будемо називати функцією напрямлених рівнів або просто функцією рівнів слабкої 

множини A . Тому, цю функцію не слід плутати із функцією належності елементів універсума 
нечіткій множині A , яка задає конкретні ступені належності цих елементів множині A  і тим са-
мим формує деяку, в загальному випадку нечітку множину в X. Що стосується слабких множин, то 
ступені належності їм елементів універсума не існують, а рівні належності, мають особливу влас-
тивість, яку ми назвали напрямленістю. Тим самим функція рівнів не формує в X ніякої множини в 
традиційному розумінні цього слова, але створює деяку більш загальну структуру, яка передує 
традиційній нечіткій та в окремому випадку чіткій множині. Саме цю структуру, яка є передмно-
жиною в традиційному розумінні слова «множина», ми і будемо називати слабкою множиною. 

Тому, якщо νA(x) = (α, +) або νA(x) = (α, –) то замість «x належить слабкій множині A  зі ступенем 
належності (α, +) (відповідно (α, –))» будемо говорити, що x знаходиться по відношенню до слаб-

кої множини A  на позитивному (негативному) рівні належності α, або, що x слабо належить A  на 

позитивному (негативному) рівні α, або ще простіше, що x α -плюс (α-мінус) слабко належить A . 
Замість α -плюс слабко (α-мінус слабко) будемо також писати більш коротко  α + -слабко (α –-
слабко) і позначати відповідно νA(x) =  α +(νA(x) = α –). 

Введемо також поняття функцій ненапрямлених рівнів та напрямленостей слабкої множини. 
Відомо, що будь-яку функцію, область прибуття якої є декартів добуток двох множин A та B, мо-

жна представити, як пару функцій зі спільною областю означення та областями значень в множинах 
A та B відповідно. Оскільки область прибуття функції напрямлених рівнів належності νA: X → Mαω 

слабкої множини A  є декартів добуток множин Mα та Mω  без елемента (maxMα, minMω), то її можна 
представити, як пару функцій αA: X → Mα  та ωA: X → Mω  таких, що (α A(x) = 1 ⇒ ω A(x) ≠ –) ∧ (ω A(x) 
= — ⇒ α A(x) ≠ 1), ∀ x ∈ X. 

Першу функцію пари αA, яка ставить у відповідність кожному елементу універсума X деякий 
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ненапрямлений рівень належності будемо називати функцією ненапрямлених рівнів належності 

слабкої множини A  або просто функцією її ненапрямлених рівнів. Другу функцію пари ωA, яка 
задає тим самим елементам напрямленість рівнів належності, отриманих ними за допомогою пер-

шої функції, будемо називати функцією напрямленостей рівнів належності слабкої множини A , 

або простіше її функцією напрямленостей. Таким чином функцію рівнів слабкої множини A  мо-
жна представити у векторному вигляді, як функцію νA або в координатному — як пару функцій 
(αA, ωA ). З урахуванням введених позначень для кожного x його образ при відображені νA можна 
подати, як νA(x), або як пару (αA(x), ωA(x)), αA(x)∈Mα, ωA(x)∈Mω. 

Надалі у ролі множини ненапрямлених рівнів належності слабкої множини будемо використо-
вувати відрізок [0; 1] із заданими на ньому природними відношеннями порядку ≥, > та оберненими 
до них ≤, <, а також діагональним відношенням = та його доповненням ≠. Множина Mα = [0; 1] 
утримує мінімальний та максимальний елемент  min Mα = 0  та  max Mα = 1, які є одночасно її єди-
ними найменшим та найбільшим елементами. Згідно (6), (7) множина Mαω  = [0; 1]×{+, –}\{(1; –)} 
утримує мінімальний елемент min Mαω = 0–  та максимальний елемент maxMαω  = 1+. 

Для зручності, відношення Sω, Dω, Eω, Eω  на множині Mω = {+, –}, а також відношення Sαω, 

Dαω, Eαω, Eαω  на множині Mαω будемо позначати однаково, аналогічно відповідним відношенням 

на множині дійсних чисел, знаками >, ≥, =, ≠ а відношення, обернені до відношень Sω, Sαω та Dω, 
Dαω  — відповідно знаками <, ≤. З урахуванням цих домовленостей перепишемо властивості стро-
гого порядку, рівності, нерівності та теорему про нестрогий порядок на множині напрямлених 
рівнів належності для Mαω  у відповідності із  (1)—(4) у вигляді таких тотожно істинних еквівале-
нцій: 

 ∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  ((β, ωβ) > (α, ωα) ⇔ (β > α  ∧  ωβ  = ωα) ∨ (ωβ > ωα)), 

 ∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  ((α, ωα) = (β, ωβ) ⇔ α  = β  ∧  ωα =  ωβ), 

 ∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  ((α, ωα) ≠ (β, ωβ) ⇔ α  ≠ β  ∨  ωα ≠  ωβ), 

 ∀(α, ωα), (β, ωβ) ∈ Mαω  ((β, ωβ) ≥ (α, ωα) ⇔ ((β ≥ α  ∧  ωβ  =  ωα) ∨ (ωβ > ωα)). 

Слід звернути увагу, що згідно наведених властивостей бінарних відношень в просторі Mαω , 
будь-який позитивний рівень належності більший за будь який негативний. Зокрема, рівень 0+ 
більший за будь-який негативно напрямлений рівень належності. 

Введемо поняття пустої слабкої множини в X, позначаючи її ∅ : 

 ∅
~~ df

⇔  ∀x∈X (ν∅(x) = 0–). (8) 

Згідно прийнятих домовленостей, означення (8) можна висловити таким чином: слабка множи-
на пуста тільки в тому випадку, коли всі елементи універсума належать їй 0–-слабко. Семантично, 
означення слабкої множини задає умови, коли в універсумі X не існує не тільки непустих звичай-
них та нечітких множин, але й більш загальної структури, яку ми назвали слабкою множиною. 
Згідно означення (8) непуста слабка множина починає існувати в універсумі X, якщо хоч один 
його елемент буде мати більший за minMαω  = 0– напрямлений рівень належності. Слід зазначити, 
що такий рівень належності може бути негативно напрямленим, тобто  меншим за 0+, або може 
бути рівним 0+. 

Введемо також поняття повної слабкої множини в X, позначаючи її X : 

 X
df
⇔  ∀x ∈ X (νX (x) = 1+). (9) 
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Повна слабка множина в деякому розумінні  є антиподом пустої слабкої множини. Згідно озна-
чення (9) слабка множина повна тільки, якщо всі елементи універсума мають по відношенню до 
неї максимально можливий напрямлений рівень належності maxMαω  = 1+, а згідно означення (8) 
слабка множина пуста тільки за умови, що всі елементи універсума мають по відношенню до неї 
мінімально можливий напрямлений рівень належності min M αω  = 0–. 

Множину MαA 
df
=  {α ∈ Mα | (α, ω)∈νA(X)} назвемо множиною рівнів слабкої множини A  в X,  

а множину MωA 
df
=  {ω ∈ Mω | (α, ω) ∈ νA(X)} її множиною напрямленостей, де νA(X) — образ уні-

версума X при відображені νA. Як видно із наведених рівностей за означенням множина рівнів MαA 

слабкої множини A  в X утримує всі ненапрямлені рівні, які приймали участь у формуванні цієї 
слабкої множини, тобто формально є областю значень її функції ненапрямлених рівнів належності 

αA. Аналогічно, множина напрямленостей MωA слабкої множини A  в X утримує всі напрям-
леності, які приймали участь у її формуванні, тобто формально є областю значень її функції на-
прямленостей рівнів належності ωA. 

Якщо множина рівнів MαA  слабкої множини в X утримує лише один елемент, то отримаємо 

найпростішу слабку множину, яку назвемо α-слабкою та позначимо A
α


 . Очевидно, що для будь-

якої α-слабкої множини A
α


  α A(x) = α, ∀ x∈X. 

Якщо α-слабка множина A
α


  в X має двоелементну множину напрямленостей MωA  = {–, +}, то 
вона розіб’є елементи універсума X на два класи. Елементи першого із них отримають верхню 
точну границю можливого рівня належності α, який буде нижньою точною границею можливого 
рівня належності для всіх елементів другого класу. Звичайно, задати α-слабку множину на елеме-
нтах деякого універсума значно простіше, ніж нечітку множину, яка вимагає приписати кожному 
елементу універсума конкретну ступінь належності цій нечіткій множині. Тому α-слабкі множини 
і повинні бути найпростішими результати роботи експерта. 

Дослідження, виконані авторами, показали, що для слабких множин можна ввести відношення 
та операції подібні до відношень та операцій над звичайними та нечіткими множинами. При цьому 
для слабких множин мають місце аналогічні властивості бінарних відношень та закони алгебри 
звичайних та нечітких множин за виключенням законів виключеного третього, які не виконується 
також і в алгебрі нечітких множин. 

З допомогою відношень та операцій над слабкими множинами можна на формально математи-
чному рівні отримувати більш складне та повне слабке представлення невизначених параметрів, 
використовуючи для цього результати роботи експертів у вигляді α-слабких множин та результати 
слабких операцій, виконаних раніше. Це дає можливість розповсюдити математичний формалізм 
на такий низький рівень просторів невизначеності, коли в них іще не існують не тільки чіткі дете-
рміновані, але й стохастичні (у вигляді функцій розподілу ймовірностей) та нечіткі (у вигляді фу-
нкцій належності) представлення невизначених параметрів і, тим самим, значно ослабити роль 
суб’єктивізму експертів в формуванні слабких та на їх основі нечітких об’єктів. 

Отримані результати показують, що одним із практичних застосувань теорії слабких множин 
може бути їх застосування для автоматизації процесу отримання повної слабкої та нечіткої картин 
невизначеної ситуації з використанням математичних методів теорії слабких множин на таких 
стадіях процесу, де ніякі інші математичні методи не можуть працювати. Крім того слабкі множи-
ни можна використовувати, як самостійний спосіб представлення параметрів в задачах прийняття 
рішень в умовах невизначеності даних та формувати з їх допомогою критерії оптимальності, які 
узагальнюють мінімаксні критерії гарантованого успіху [6]. 

В [7, 8] показано як можна розповсюдити найпростіший випадок операцій над слабкими мно-
жинами, так звані α-слабкі операції на нечіткі множини у вигляді законів їх зовнішньої композиції 
[9]. 
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