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ВЕЙВЛЕТ-МУЛЬТИФРАКТАЛЬНИЙ АНАЛІЗ СКЛАДНИХ 
ЗОБРАЖЕНЬ 

Досліджено зображення поверхонь матеріалів, уражених корозією, за допомогою методу максиму-
мів модулів вейвлет-перетворення.  

Постановка задачі  

Провести дослідження зображень поверхонь матеріалів, що уражені корозією, за допомогою 
методу максимумів модулів вейвлет-перетворення.  

Аналіз останніх досліджень 

У наш час аналізуючи поверхні матеріалів, широко використовується апарат фрактальної гео-
метрії [1, 2]. При цьому числовою характеристикою об'єкта виступає, зазвичай, величина його 
фрактальної розмірності. Використання цього показника для опису поверхні матеріалу припускає, 
що неоднорідність, іррегулярність або просто шорсткість поверхні є константою для будь-якої її 
ділянки. Однак сама неоднорідність реальної поверхні, у свою чергу, може мати просторові флук-
туації. Реєстрацію й вивчення таких поверхонь можна проводити з використанням класичного 
мультифрактального аналізу [3, 4, 5]. Одночасно просторові особливості шорсткості поверхні ма-
теріалу можна вивчати й за допомогою вейвлет-аналізу. Основи мультифрактального аналізу, що 
базується на безперервному вейвлет-перетворенні дані в роботі [6].  

Опис методу дослідження 

Вейвлети часто геометрично інтерпретують як узагальнення класичних алгоритмів покриття 
множини сферами, кубиками й т. п. З іншого боку, базисні функції вейвлет-перетворення є доб-
ре локалізованими (солітоноподібними), вони являють собою ефективний математичний апарат 
для аналізу нестаціонарних процесів [7]. Сигнали, що описують дані процеси, як правило, мають 
мультифрактальні властивості, тобто їх скейлінгові характеристики змінюються при зміні масш-
табу [8].  

Класичний мультифрактальний аналіз полягає в отриманні спектра сингулярностей ( )f α . Для 
цього попередньо обчислюють спектр скейлінгових експонент ( )qτ  і потім за допомогою перет-
ворення Лежандра обчислюють саме спектр сингулярностей ( )f α  [9].  

Поряд із традиційним методами мультифрактального аналізу свою ефективність показав метод 
«максимумів модулів вейвлет-перетвореня» ММВП [10], що на проміжних етапах обчислень ви-
користовує вейвлет-перетворення, і являє собою сполучення вейвлет і мультифрактального аналі-
зів. Ідея методу полягає у розкладанні сигналу по базису, сконструйованому з солітоноподібної 
функції (вейвлету) за допомогою масштабних змін і переносів. Кожна з функцій цього базису ха-
рактеризує як певну просторову або часову частоту, так й її локалізацію у фізичному просторі або 
в часі. Безперервне вейвлет-перетворення мультифрактальної функції ( )g x  визначається форму-
лою: 
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де a— параметр масштабу, b — просторова координата або момент часу, ψ  — вейвлет. 
Вибір вейвлета є досить важливим, тому що правильність вибору цієї функції дозволяє виділи-

ти необхідну інформацію, яка власне й повинна визначати вид вейвлету. Необхідною умовою при 
цьому є те, щоб обраний вейвлет був не менш гладким, ніж сигнал, що аналізується. 
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Результат вейвлет-перетворення інтерпретується як поверхня у тривимірному просторі. При 
цьому найважливіша інформація міститься в скелетоні, або лініях локальних екстремумів поверхні 
вейвлет-коефіцієнтів  ( , )W a x , пошук яких проводиться на кожному масштабі a . Після того, як 
лінії локальних екстремумів або локальних максимумів модулів вейвлет-перетворення виділені, 
проводиться їх аналіз. В результаті аналізу можна визначити гельдеровскі експоненти (3) дослі-
джуваної функції, які аналогічні за змістом експонентам сингулярностей α , що розраховують за 
допомогою перетворення Лежандра в рамках класичного підходу [3]. Для цього на другому етапі 
необхідно знайти часткові функції відповідно до формули 
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де ( )L a  – множина всіх ліній l- локальних максимумів модулів вейвлет-коефіцієнтів ( , )W a x , що 
існують на масштабі ; ( )la x a характеризує положення на цьому масштабі максимуму, що відно-
ситься до лінії l. 

Скейлінгові експоненти можна отримати зі співвідношення 

 ( )( , ) qZ q a aτ
  (3) 

шляхом визначення нахилу залежності ln ( , )(ln )Z q a a . 
Спектр розмірностей Рен’ї можна одержати, використовуючи співвідношення: 
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Перевага мультифрактального 
формалізму на базі вейвлет-
перетворень полягає в можливості 
проводити оцінку спектрально-
кореляційних властивостей випад-
кових процесів за порівняно коро-
ткими сигналами. 

У роботі пропонується знижу-
вати розмірність зображення до 
одномірного сигналу (рис. 1б), за 
допомогою перетину поверхні 
зображення (рис. 1а) і довільно 
обраної площини. 

Проведемо аналіз отриманого 
сигналу згідно зі схемою, що опи-
сана вище. Як вже зазначалось, 
вибір базисного вейвлету є дуже 
важливим для коректного аналізу 
даних. У роботі розглянуті такі 3 
вейвлети: Гауса, Морлета та «мек-
сиканський капелюх».  

На рис. 2 показані різні поверх-
ні безперервного вейвлет-
перетворення одного і того ж сиг-
налу (рис. 1б), що отримані у ре-
зультаті застосування різних бази-
сних функцій. 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Отримання сигналу із двовимірного зображення 
  металевої поверхні з антикорозійним покриттям: 

 а) зображення металевої поверхні;  
б) профіль поверхні в області горизонтальної лінії 
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Рис. 2. Безперервне вейвлет-перетворення: а) вейвлет Гауса;  
б) «мексиканський капелюх»; в) вейвлет Морлета 

Мультифрактальний аналіз сигналу проводився з використанням Fraclab 2. Відповідно кожному ба-
зисному вейвлету розраховані мультифрактальні спектри, що показані на рис. 3.  

Тестове зображення (рис. 1а) було також проаналізоване за класичною схемою мультифракта-
льного аналізу, що описаного у роботах [3, 4, 5]. Нагадаємо, що даний підхід відрізняється тим, що 

замість покриття досліджуваного сигналу вейвлетами, 
використовується окремий випадок – покриття кубами. 
Таким чином, співвідношення (2) у рамках даного під-
ходу виглядає так: 

( )
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ε = ε∑ ,                  (5) 

де ip  — міра об'єкта в i-й клітині при розбивці повер-
хні з масштабом ε . 

Міра ip  генерується, як відношення частини площі 
поверхні в i-й клітині до всієї площі поверхні. Мульти-
фрактальний спектр обчислюється як описано вище. 
Результат обчислення даних функцій з використанням 
авторського програмного забезпечення MFSR Steel [4] 

показав, що числові значення мультифрактальних характеристик мають незначні відхилення (від-
носна похибка 5...7%) від значень, що отримані за допомогою методу ММВП.  

Таким чином, мультифрактальний аналіз поверхні матеріалу можна проводити по її 
профілю, розглядаючи його як одномірний сигнал, з використанням апарата ММВП. 

Висновки  

Мультифрактальний формалізм, що базується на вейвлет-аналізі, у порівнянні із традиційними 
методами дослідження структури сигналів (наприклад кореляційним аналізом) дає можливість 
вивчати більш тонкі характеристики. Даний метод проявляє чутливість до динаміки на різних ма-
сштабах — від слабких сингулярностей (малі флуктуації) до сильних сингулярностей (великі флу-
ктуації). Основа аналізу — вейвлет-перетворення є інструментом, що дуже добре пристосований 
для вивчення властивостей самоподібності (у термінах вейвлет-коефіцієнтів це означає ступеневе 

 
                       а                                           б                                          в 
Рис. 3 – Мультифрактальний спектр із застосуванням вейвлетів:  

а) Гауса, б) «мексиканська шляпа», в) Морлета 

 
Рис. 4. Мультифрактальный спектр сигналу,  

отриманий без вейвлет-перетворення 
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поводження їхніх вищих моментів при зміні масштабу). Метод добре підходить для рішення фізи-
чних завдань, оскільки він оперує інтуїтивно-зрозумілими характеристиками. Зокрема, спектр 
сингулярностей містить інформацію, з одного боку, про кореляційні властивості аналізованого 
процесу (які відносяться до числа базових характеристик у теорії випадкових процесів), а з іншого 
боку, про ступінь однорідності сигналу, кількісною мірою якої є ширина функції узагальненої 
фрактальної розмірності qD . 
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