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Актуальність наукових досліджень процесу сегментації зображень обумовлюється як фундаме-
нтальним, так і прикладним характером цієї задачі [1—3]. 

Існує два загальних підходи до розв’язання задачі сегментації, які базуються на альтернативних 
методологічних концепціях. 

Перший підхід, досить широко відомий і добре висвітлений у літературі, базується на «розрив-
ності» властивостей точок зображення з переходом від однієї області до другої [1, 2, 4—6]. Цей 
підхід зводить задачу сегментації до задачі виділення границь областей. Другий підхід базується 
на виділенні точок зображення, які є однорідним за своїми локальними якостями, і об’єднанні їх в 
область, якій пізніше буде присвоєно ім’я або смислова мітка. В літературі такий підхід називають 
сегментацією шляхом розмітки точок області [1—7]. 

На даний момент часу останній підхід є найперспективнішим, оскільки дає можливість не тіль-
ки виділити області, але й виявити ознаки цих областей, необхідні для подальшого використання 
для задач розпізнавання. На цьому засновані різні методи сегментації та їх алгоритмічні реалізації 
[4, 5]. Один з таких методів — метод сегментації за просторовими ознаками [8—10]. 

Метою даної роботи є доведення широких можливостей використання методу різницевих зрізів 
(РЗ), зокрема, для формування локального порогу в процесі позрізового оброблення під час сегме-
нтації багатоградаційних зображень. 

Постановка задачі 

В роботі [10] наведено спосіб сегментації напівтонових дискретизованих зображень з викорис-
танням ознак просторової зв’язності. Суть цього способу полягає у відображенні квантованого 
зображення у вигляді векторів простору ознак міжзрізової і внутрішньозрізової зв’язності з пода-
льшим обробленням та аналізом результатів в цій області, а саме, визначенням глобального та 
локальних максимумів отриманих функцій, визначенням номеру зрізу (бінарної матриці) з глоба-
льним максимальним значенням зв’язності, порівнянням значень відповідної функції зв’язності з 
пороговим значенням. Перспективність цього способу обумовлена тим, що результати застосу-
вання такого підходу до розбиття (сегментації) зображення на фрагменти (однорідні області за 
зв’язністю пікселів зображення) фактично можна використовувати в подальшому як результати 
первинної кластеризації зображення за його фрагментами. 

В основі запропонованого способу використовується принцип формування послідовності мат-

риць k
A  і відповідних їм бінарних матриць (зрізів) k

B  розмірністю N M× , причому 

 1
, 1, ,

k k
k K

−
= − =A A D  (1) 

де 0A — початкова матриця, що представляє собою дискретизоване зображення; 

( ){ } ( ) { }, , , 0,...,
k k k

a n m a n m c= ∈A ; с — максимальне значення яскравості; D  — матриця кван-

тування, елементи якої ( ), const; 1, , 1,= = = =d n m d n N m M . 

Елементи зрізу k
B  при цьому формуються за таким правилом: 
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а кількість K  рівнів квантування зображення в процесі оброблення визначається за формулою 
 /=K c d , (3) 

оскільки процес завершується, коли всі елементи відповідної матриці k
A  стануть нульовими. 

В подальшому визначаються значення внутрішньозрізової зв’язності для кожного k -го бінар-
ного зрізу і формуються відповідні спектри зв’язності. За відомими правилами також визначають-
ся значення міжзрізової зв’язності для всіх сусідніх зрізів і формуються відповідні спектри 
зв’язності. Далі виконується оброблення та аналіз отриманих результатів. В роботі [10] наводяться 
приклади роботи програмної моделі запропонованого способу сегментації зображень. Отже, даний 
підхід реалізований на програмному рівні і отримані результати дозволяють визнати його перспе-
ктивним. 

Таким чином, з базової формули (1) даного способу сегментації видно, що це двовимірне порого-
ве оброблення зображеня з постійним порогом d  на всіх кроках процесу сегментації, результатом 

яких є формування різницевих зрізів k
A  зображення з відповідним утворенням бінарних зрізів 

k
B , які фактично представляють собою сукупність апріорних ознак і використовуються для пода-
льшого аналізу поточної інформації. 

Для прикладу формування зрізів, наведеному в [8—10], значення кроку квантування d  було 

обрано за мінімальною величиною елемента ( )0
,a n m  початкової матриці 0A . Разом з тим відомо, 

що обґрунтування вибору порогового значення є однією з визначальних задач під час порогового 
оброблення інформації [11]. Так, значення порогу може обчислюватись за визначеним правилом 
[12, 13], що використовується, наприклад, під час класифікації (ідентифікації) таких об’єктів зо-
браження, як обличчя людей, або вибиратись як крок квантування [10, 14], що характерно, напри-
клад, під час сегментації багатоградаційних зображень. Крім того, значення порогу можуть бути 
постійними [10, 14, 15], або змінюватись у процесі оброблення даних [13, 16—18], що характерно 
для нейроподібних мереж з навчанням і самонавчанням. Саме обґрунтуванню нового підходу до 
визначення змінного порогу з урахуванням позрізового оброблення для сегментації зображень і 
присвячена дана робота. 

Визначення локального порогу 

Для ілюстрації можливостей підходу, що пропонується, доречно зупинитись на двох правилах 

визначення локального (покрокового) порогу kδ : а) виборі мінімального елемента ( ),
k
a i j  поточ-

ного масиву k
A  даних як порогового значення kδ  на k -му кроці оброблення, тобто 

 ( ){ }
,

min min , , 1, ; 1, ; 1,
k k

k
i j

a i j k K i N j Mδ = = = = =A , (4) 

б) обчисленні порогового значення kδ  як середнього значення елементів ( ),
k
a i j  поточного 

масиву k
A , тобто 

 ( )
1 1

1 , , 1,
N M k

k
i j

a i j k K
N M = =

δ = =
⋅

∑ ∑ . (5) 

Визначення локального порогу kδ  за формулою (5) має широке практичне застосування, оскі-
льки використовується, наприклад, для задач селекції динамічного об’єкта на неоднорідному фоні 
[16]. 

Для спрощення опису математичної моделі формування локального порогу доцільно обмежи-

тись розглядом векторного масиву k
A  даних, оскільки в деяких випадках виконується формаль-

ний перехід від матричного представлення до векторного шляхом формування одного вектора з 
елементів стовпців (рядків) матриці. До переваг представлення зображення у векторній формі мо-
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жна віднести компактність позначень і можливість безпосереднього застосування методів оброб-
лення одновимірних сигналів [4]. 

Розглянемо особливість вибору як порогового значення kδ  середньої суми елементів векторно-
го масиву даних A . 
Теорема. Середня сума S  елементів ia  векторного масиву A  дорівнює різниці між 

сумою minS  всіх мінімальних елементів jq  проміжних векторних масивів jA  та вели-

чиною ∆S , тобто 

 minS S S= − ∆ ,  (6) 

де min
1

K
j

j
S q

=
= ∑  і 

2

1 ( 1)
K

j
j

S q j
N =

= −∑ , а мінімальні елементи jq  і проміжні векторні масиви 

( )1,j j K=A  формуються за правилами методу оброблення даних за різницевими зрізами (РЗ) 
[19]. 
Доведення. Нехай елементи ,0ia  первісного векторного масиву А0 впорядковані, наприклад, за 

зростанням, причому ,0 1,0, 1,i ia a i N+≠ = , тобто 

 1,0 2,0 ,0 1,0 ,0... ...i i Na a a a a+< < < < < < . (7) 
В роботах [19, 20] доведено, що суму елементів векторного масиву А0 можна отримати за мето-

дом РЗ в такий спосіб: 

 ,0
1 1

N K
i j

i j
S a S

= =
= =∑ ∑ , (8) 

де jS  — поточна часткова сума на j -му кроці оброблення, причому 

 ( 1)= − +j jS N j q ;  (9) 

 { }1 , 1 1
min min

N
j j i j i
q A a− − =

= = ; (10) 

 { } { }, , 11 1

N N
j i j i j ji i

a a q−= =
= = −A , (11) 

де jq  — мінімальний (значущий) елемент проміжного векторного масиву даних 1−jA . 
За умови (7) з використанням співвідношень (9)—(11) вираз (8) можна записати у вигляді 

 1 2 3( 1) ( 2) ... 1 NS Nq N q N q q= + − + − + + ⋅ . (12) 

Тоді середня сума може бути обчислена в такий спосіб (за визначенням): 

 

( )

( )( )
( )

( )

( )

,0 1 2 3
1

1 2 3

1 2 2 3 3

1 2 3 2 3

1 2 3 2 3 4

1 1 ( 1) ( 2) ... 1

1 ( 1) ( 2) ... ( 1)

1 2 ... ( 1)

1 ( ... ) 2 ... ( 1)

1... 2 3 ... ( 1)

N
i N

i

N

N N

N N

N

S a Nq N q N q q
N N

Nq N q N q N N q
N

Nq Nq q Nq q Nq N q
N

N q q q q q q N q
N
q q q q q q q N

N

=
= = + − + − + + ⋅ =

= + − + − + + − − =

= + − + − + + − − =

= + + + + − − − − − =

= + + + + − + + + + −

∑

( )

( ) min
1 2

1 1 ,

N

N N
j j

j j

q

q q j S S
N= =

=

= − − = − ∆∑ ∑

 

що і потрібно було довести. 
Зауваження. Для цього випадку слід зазначити, що K N= . У загальному ж випадку 1,j K= і 

K N≤ . 
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Наслідок 1. Для великорозмірних векторних масивів даних величину S∆  можна представити 
таким чином: 

 
2

0

K
N r

r
S q

−
−

=
∆ = ∑ ,  (13) 

оскільки 
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2
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N
N N r
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Наслідок 2. Величина minS  є верхньою межею при формуванні середньої суми векторного ма-
сиву даних, тобто 

 min
1 МРЗ

sup
K

j
j

S q S
=

= =∑ . (14) 

Нехай обчислено середню суму елементів масиву А0 за методом РЗ [19] у вигляді 

 
1

1 K
A j

j
S S

N =
= ∑ , 

де K N=  за умови (7). 
Розглянемо приведене нормоване усереднення, а саме 
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1 1 1

1 1
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1 2

2 3 ... ( 1) 2 3 ... ( 1)
0.

( 1)

K K
N N

j j
j j

q q q K q q q q K q

N q q j
= =
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− −∑ ∑
 

Останнє свідчить про залежність «точної середньої суми» від структури ∆S , а саме від кілько-
сті мінімальних елементів проміжних масивів, які можна віднімати від minS . Комп’ютерне моде-
лювання даного процесу показало можливість відкидання принаймні 25 % мінімальних елементів, 
починаючи з мінімального елемента останнього проміжного масиву даних (табл., де результати 
моделювання представлено у відсотках). 
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Розмірність 
початково-
го масиву 

даних 

Стандартне відхилення 

120 110 100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 

64 50,00 48,43 46,87 48,43 45,31 45,31 43,75 42,18 40,62 40,62 34,37 25,00 

128 43,75 42,18 42,18 42,18 42,18 40,62 37,50 36,71 34,37 30,46 24,21 16,40 

256 37,89 36,32 35,54 34,37 34,76 33,59 30,46 27,73 25,00 23,04 16,01 9,37 

384 33,59 33,33 32,03 30,20 28,38 27,08 25,00 21,87 19,27 15,62 11,71 6,51 

512 30,07 29,10 27,34 26,36 25,39 22,85 21,28 18,35 15,62 12,50 9,37 5,27 

640 27,03 26,09 24,06 23,12 21,56 20,15 18,12 15,93 13,43 10,62 7,65 4,37 

768 24,73 23,56 22,13 21,09 19,14 17,57 15,88 13,80 11,45 9,11 6,64 3,64 

896 22,32 21,31 20,08 18,63 17,18 15,51 14,06 12,27 10,26 8,03 5,80 3,23 

960 19,57 18,79 17,34 15,98 14,34 12,56 11,78 10,44 9,07 7,45 4,99 2,97 

 
Крім того, в результаті імітаційного моделювання підтверджено можливість варіювання кількі-

стю мінімальних елементів, сума яких віднімається від minS , оскільки кількість таких елементів, 
наприклад, для векторного масиву даних із нормально розподіленими елементами, залежить від 
числових характеристик даного закону, таких як математичне сподівання та середньоквадратичне 
відхилення. Зокрема, збільшення середньоквадратичного відхилення (з незмінним математичним 
сподіванням) призводить до збільшення кількості мінімальних елементів, які становлять суму S∆  
(рис.). 

 

 

Приведене нормоване усереднення кількості мінімальних елементів (у відсотках), 
що складають S∆  під час формування порогового значення kδ  

 

 

Приведене 
нормоване 

усереднення 
% 

Середньоквадратичне 
відхилення, σ  

Потужність векторного 
масиву, N 
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Загальний і суттєвий висновок полягає в тому, що для отримання середньої суми елементів вектор-
ного масиву даних існує можливість обмежитись зрізаною сумою minS , яка складається з певної кіль-
кості мінімальних елементів jq  проміжних масивів даних, тобто 

 
/2

min
1

N r
j

j
S q

+

=
= ∑ , де 0, 1, 2,...r =  

і залежить від середньоквадратичного відхилення σ . 
Відомо [21], що середня арифметична n однаково розподілених випадкових величин jX , які 

мають математичне сподівання ( )jM X a= , з необмеженим зростанням n прямує (за ймовірніс-
тю) до числа а (теорема Чебишева). В нашому випадку 

 
1

( )
K

A j
j

M S q S
=

= − ∆∑ . 

Тоді, 

 
1

1lim ( ) ( )
PK

A Aj
N j

P S M S M S
N→∞ =

  − < ε → 
  

∑ , 

як частинний випадок теореми Чебишева. Крім того, оскільки 

 ( )
2

2
2 2 2

1 1

1 1 1( )
K K

A j j
j j

D S D S D S N
NN N N= =

  σ = = = σ =
 
 

∑ ∑ , 

то 

 ( )AS
N
σσ = , 

а отже, середнє сподівання розсіювання середньої в N  разів менше розсіювання на кожному кро-
ці і за нерівністю Чебишева будемо мати 

 { }
2

2 2
( )1 1 1A

A
N

D SP S S
N →∞

σ− < ε ≥ − = − →
ε ε

, 

де в якості ε  можна брати мінімальний елемент останнього масиву, тобто qm ε . 

Висновки 

1. Результати застосування позрізового оброблення у разі сегментації багатоградаційних зо-
бражень можна використовувати в подальшому як результати первинної кластеризації зображення 
за його фрагментами. Обґрунтування вибору порогового значення при цьому є однією з визнача-
льних задач під час порогового оброблення інформації. 

2. Показано можливість використання за порогове значення kδ  середньої суми S  елементів 
векторного масиву даних A . При цьому проведене моделювання дозволило експериментальним 
шляхом перевірити отримані аналітичні результати. 

3. Подальший розвиток цієї теми може бути продовжений в таких напрямках, як розпізнавання 
образів, особливо у випадку застосування методів порогового оброблення інформації і розроблен-
ня рекурсивних алгоритмів багатооперандного оброблення інформації, орієнтованих на реалізацію 
у нейронних та нейроподібних мережах. 
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