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Актуальність дослідження зумовлена необхідністю підвищення ефективності математичного мо-
делювання процесів відновлення складних людино-машинно-середовищних систем, що функціонують у 
післяаварійних режимах та характеризуються наявністю швидкодійних підсистем захисту і різних ча-
сових масштабів перебігу деградаційних та відновлювальних процесів. Традиційні марківські моделі без-
перервного часу не завжди дозволяють адекватно враховувати багатомасштабну структуру дина-
міки таких систем, що зумовлює необхідність застосування сингулярно збурених стохастичних 
моделей. 

Метою статті є розроблення сингулярно збуреної марківської моделі процесів відновлення людино-
машинно-середовищної системи з підсистемою захисту та дослідження її асимптотичних властивос-
тей з урахуванням різних часових масштабів функціонування підсистем. 

Методологічною основою дослідження є апарат марківських процесів безперервного часу, методи 
асимптотичного аналізу сингулярно збурених систем, рівняння Колмогорова та підходи до агрегу-
вання станів багатомасштабних стохастичних моделей. У роботі запропоновано подання матриці 
інтенсивностей переходів у вигляді суми швидкої та повільної складових з введенням малого параме-
тра, що характеризує співвідношення часових масштабів функціонування підсистем захисту та тех-
нічної системи. 

Розроблено узагальнену сингулярно збурену марківську модель процесів післяаварійного віднов-
лення людино-машинно-середовищної системи, яка дозволяє врахувати взаємодію технічної підсис-
теми, оператора та підсистеми захисту в єдиному стохастичному просторі станів. Отримано агре-
говану матрицю переходів редукованої моделі та показано можливість визначення стаціонарних 
характеристик функціонування системи, зокрема коефіцієнта готовності, середнього часу віднов-
лення та імовірності перебування системи у критичному стані. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає у побудові сингулярно збуреної марківської моделі 
процесів відновлення людино-машинно-середовищних систем із підсистемою захисту, що дозволяє 
врахувати багатомасштабну структуру процесів функціонування та виконати редукцію простору 
станів без втрати точності опису післяаварійної динаміки системи. 

Практичне значення отриманих результатів полягає у можливості застосування запропонованої 
моделі для оцінювання показників надійності та готовності складних технічних систем критичної ін-
фраструктури, а також для аналізу ефективності функціонування підсистем захисту в умовах ава-
рійних режимів. 

Ключові слова: сингулярно збурені системи, марківські процеси безперервного часу, людино-ма-
шинно-середовищні системи, процеси відновлення технічних систем, підсистема захисту, багатомасшта-
бні стохастичні моделі, математичне моделювання складних систем, диференційні рівняння, нейромно-
жини, нечіткі множини.

Вступ 

Сучасні складні технічні системи функціонують в умовах високої складності структури взаємодії 
між технічними компонентами, оператором та зовнішнім середовищем. До таких систем належать 
енергетичні комплекси, транспортні системи, автоматизовані виробничі лінії, системи керування 
технологічними процесами та інші об’єкти критичної інфраструктури. Однією з характерних особ-
ливостей функціонування зазначених систем є наявність швидкодійних підсистем захисту, які 
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забезпечують локалізацію аварійних режимів і стабілізацію параметрів системи. 
У післяаварійних режимах поведінка людино-машинно-середовищних (Л-М-С) систем визнача-

ється складною взаємодією процесів деградації технічних компонентів, відновлення працездатності 
системи, дій оператора та впливів зовнішнього середовища. Водночас характерною особливістю та-
ких процесів є наявність різних часових масштабів функціонування підсистем. Підсистема захисту 
реагує на небезпечні відхилення значно швидше, ніж відбуваються процеси деградації та відновлення 
системи, що зумовлює необхідність застосування сингулярно збурених математичних моделей. 

Традиційні марківські моделі не дозволяють у повному обсязі врахувати багатомасштабність 
процесів функціонування складних систем. Тому актуальною є задача розроблення сингулярно збу-
рених марківських моделей процесів відновлення Л-М-С систем з підсистемою захисту, які забез-
печують можливість адекватного опису швидких і повільних процесів функціонування системи. 

Проблематика математичного моделювання складних технічних систем, зокрема систем з відно-
вленням, резервуванням, аварійними переходами та багатомасштабною динамікою, посідає важ-
ливе місце в сучасному системному аналізі, теорії надійності та стохастичному моделюванні. Од-
нією із базового теоретичного підґрунтя для дослідження таких систем є теорія стохастичних 
процесів і марківських ланцюгів безперервного часу, фундаментальний внесок у розвиток якої зро-
били С. Росс, Г. Їнь та Ц. Чжан. У працях С. Росса узагальнено класичний апарат стохастичних про-
цесів і показано його придатність для опису випадкових переходів між станами технічних систем [1]. 
У монографії Г. Їня і Ц. Чжана марківські процеси безперервного часу розглянуто вже у двомасш-
табній постановці, що є особливо важливим для систем, де одночасно присутні швидкі та повільні 
переходи [2]. Надійнісна інтерпретація таких процесів детально розвинена в роботі К. Тріведі та 
А. Боббіо, де марківські моделі застосовано до аналізу ремонтопридатних систем, показників гото-
вності, відмовостійкості та відновлюваності складних технічних об’єктів [3]. Поглиблення цього на-
пряму пов’язане також із напівмарківськими моделями, які у праці Н. Лімніоса і Г. Опрішана розгля-
нуто як гнучкіший інструмент опису процесів відновлення та деградації, коли тривалість перебування 
у станах не підпорядковується експоненційному закону [4]. 

Подальший розвиток моделей складних технічних систем безпосередньо пов’язаний з урахуван-
ням різних часових масштабів, що характерно для людино-машинно-середовищних систем з підси-
стемами захисту. Теоретичну основу такого підходу сформували А. Самойленко та М. Перестюк, 
які розробили методи аналізу сингулярно збурених диференціальних систем і довели можливість 
редукції повної моделі до зведеної за наявності малого параметра [5]. Ця ідея виявилася методоло-
гічно надзвичайно важливою для технічних систем, у яких автоматичні захисні механізми спрацьо-
вують значно швидше, ніж змінюються параметри основної системи або відбувається відновлення 
після аварії. Саме тому поєднання марківського опису з асимптотичними методами сингулярних 
збурень нині розглядається як один із найперспективніших підходів до моделювання післяаварійної 
динаміки [2], [5]. 

Суттєвий внесок у розвиток цього напряму зробили й українські вчені. Зокрема В. Королюк у 
главі про процеси марківського відновлення в задачах надійності показав, що марківсько-відновлю-
вальні схеми є природним інструментом дослідження систем з відмовами та ремонтом [6]. У спіль-
ній монографії В. Королюка та Н. Лімніоса розвинуто підхід до стохастичної апроксимації систем 
зі зміною фазового простору, що має безпосередній зв’язок із задачами агрегування станів і асимп-
тотичного спрощення багатокомпонентних моделей [7]. У новішій роботі С. Семенюка та Я. Чаба-
нюка досліджено асимптотичну поведінку стохастичних еволюційних систем з марківсько-моду-
льованими пуассонівськими збуреннями; автори будують граничний генератор процесу та доводять 
слабку збіжність до усередненої моделі, що підтверджує актуальність асимптотичних схем для си-
стем із перемиканням режимів [8]. Для прикладного інженерного підґрунтя важливою є також праця 
В. Грібова, Г. Марінченка, В. Стрельникова та О. Кожохіної, у якій систематизовано показники на-
дійності, моделі відмов і методи розрахунку для систем авіоніки, тобто технічних систем, де роль 
швидкодійних захистів і операторських рішень є принциповою [9]. 

Окремий блок сучасних досліджень стосується включення людського фактора в моделі надійно-
сті складних систем. У роботі Р. Патріарки, Ф. Ді Гравіо, Ф. Костантіно та ін. узагальнено інтелек-
туальну структуру Human Reliability Analysis і показано, що сучасні соціотехнічні системи потре-
бують урахування не лише технічних відмов, а й когнітивних, організаційних і процедурних 
чинників, які визначають імовірність операторської помилки [10]. Цей висновок підтримано й у но-
вому звіті IAEA, де підкреслено, що HRA має інтегруватися у загальну архітектуру оцінювання без-
пеки та ризику для технічних систем підвищеної відповідальності [11]. Отже, сучасний підхід до 
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моделювання Л-М-С систем вимагає розглядати підсистему захисту, технічну підсистему та опера-
тора як взаємопов’язані компоненти єдиного динамічного процесу [10], [11]. 

У прикладних роботах останніх років спостерігається активний розвиток методів динамічного 
аналізу надійності складних систем. Е. Зіо наголошує, що сучасна оцінка ризику відходить від ста-
тичних схем і переходить до динамічних, даних-орієнтованих та сценарних моделей, які враховують 
еволюцію аварійних процесів у часі [12]. У дослідженні Д.-Й. Янга та Ц.-Х. Ву побудовано марків-
ську модель ремонтопридатної резервованої системи з недосконалим перемиканням і відновленням; 
автори отримали часові характеристики готовності та надійності, що підтверджує ефективність ди-
ференціально-марківських схем для опису процесів ремонту та відновлення [13]. У статті С. Паня, 
Х. Чена, А. Шеня, Д. Чжао та С. Су запропоновано метод оцінювання надійності складних систем 
на основі неоднорідних марківських процесів; автори спеціально акцентують увагу на подоланні 
проблеми «вибуху простору станів», яка є однією з головних перешкод для побудови моделей ве-
ликої розмірності [14]. Таким чином, сучасні роботи підтверджують доцільність поєднання марків-
ського апарату з методами агрегування, спрощення і багатомасштабного аналізу [12]—[14]. 

Паралельно розвиваються моделі, що описують динамічну логіку аварійних сценаріїв і поведінку 
захисних механізмів у складних технічних комплексах. Н. Хакзад показав можливості динамічних 
байєсівських мереж для аналізу ризику доміно-ефектів у хімічних інфраструктурах [15], а М. Ніл і 
Д. Маркес довели ефективність байєсівських мереж для моделювання доступності ремонтопридат-
них систем [16]. У роботі Г. Манно, Ф. К’яккіо, Л. Компаньйо, Д. Д’Урсо та Н. Трапані запропоно-
вано формалізацію ремонтопридатних динамічних дерев відмов, що дозволяє враховувати часову 
послідовність і взаємозалежність аварійних подій [17]. Узагальнюючи сучасний стан досліджень, 
А. Лає та ін. у 2024 р. зазначають, що сучасний probabilistic safety assessment дедалі більше орієнту-
ється на інтеграцію динамічних моделей, цифрового моніторингу та нових інструментів сценарного 
аналізу [18]. Це безпосередньо підводить до необхідності розроблення саме сингулярно збурених 
марківських моделей для процесів відновлення Л-М-С систем з підсистемою захисту, оскільки ная-
вні підходи або зосереджуються переважно на технічній складовій, або не враховують достатньо 
повно багатомасштабність взаємодії оператора, захисту та основної системи [11]—[18]. Отже, ана-
ліз наукових джерел свідчить, що в сучасній літературі сформовано потужне теоретичне підґрунтя 
для дослідження марківських і напівмарківських моделей, асимптотичних методів, динамічного 
аналізу ризику та надійності ремонтопридатних систем. Водночас питання побудови цілісних син-
гулярно збурених марківських моделей процесів відновлення саме людино-машинно-середовищних 
систем з підсистемою захисту, які одночасно враховують швидкі захисні переходи, повільну дегра-
дацію, операторські дії та можливість агрегування станів, залишається недостатньо опрацьованим і 
потребує подальшого розвитку. 

Метою роботи є розроблення сингулярно збуреної марківської моделі процесів відновлення лю-
дино-машинно-середовищних систем з підсистемою захисту та дослідження її асимптотичних вла-
стивостей у післяаварійних режимах функціонування. 

Результати дослідження 

Людино-машинно-середовищна система (Л-М-С) розглядається як складна динамічна стохасти-
чна система, функціонування якої визначається взаємодією трьох взаємопов’язаних підсистем: тех-
нічної підсистеми, оператора та підсистеми захисту. Такий підхід відповідає сучасній концепції ана-
лізу надійності соціотехнічних систем, у яких безпека функціонування формується сукупною дією 
технічних і людських факторів [3], [10]. 

Стан Л-М-С системи у довільний момент часу t  доцільно описувати вектором фазових змінних 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nX t x t x t x t= …  (1) 

де компоненти вектора ( )ix t  характеризують технічний стан обладнання, функціональну працезда-
тність оператора, а також ефективність спрацювання підсистеми захисту. Такий векторний опис до-
зволяє формалізувати багатокомпонентну структуру системи та врахувати взаємний вплив її елеме-
нтів у процесах деградації й відновлення [1], [3]. 

Доцільно інтерпретувати вектор стану системи як композицію трьох підпросторів 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,T H PX t X t X t X t=  (2) 
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де ( )TX t  — стан технічної підсистеми;  ( )HX t  — стан оператора;  ( )PX t  — стан підсистеми захисту.
Таке подання дозволяє формалізувати структуру людино-машинно-середовищної системи як бага-

токомпонентного стохастичного об’єкта з взаємопов’язаними каналами деградації та відновлення. 
У післяаварійних режимах функціонування поведінка Л-М-С системи зручно подається у вигляді 

марківського процесу з дискретною множиною станів 

0 1, , , ,mS S S S= …  (3) 

де  0S  — нормальний режим роботи системи;  iS  — передаварійні або перехідні стани деградації; 

mS  — аварійний стан або стан відновлення системи. 
Перехід системи між зазначеними станами відбувається випадковим чином під дією внутрішніх 

відмов технічних компонентів, операторських рішень і зовнішніх збурень середовища, що обґрунто-
вує використання апарату марківських процесів безперервного часу для опису еволюції системи [1], [2]. 

Динаміка визначається вектором імовірностей перебування у відповідних станах 

( ) ( ) ( ) ( )0 1, , , ,mP t p t p t p t= … (4) 

де ( )ip t  — імовірність перебування системи у стані iS  у момент часу t .
Еволюція цього вектора описується рівняннями Колмогорова для марківського процесу безпере-

рвного часу 

( ) ( ) ,
dP t

P t Q
dt

= (5) 

де ( )ijQ q=  — матриця інтенсивностей переходів між станами системи.

Це рівняння описує баланс потоків імовірностей між станами системи: швидкість зміни імовір-
ності перебування у стані визначається сумарною інтенсивністю входу та виходу з цього стану. 

Елементи матриці Q  визначаються співвідношеннями 

,   ,  ij ijq i j= λ ≠ (6) 

де ijλ  — інтенсивність переходу системи зі стану iS  у стан jS , що характеризує швидкість виник-
нення відповідної події (відмови, спрацювання захисту або завершення відновлення). Діагональні 
елементи матриці визначаються умовою нормування 

. ii ij
j i

q q
≠

= −∑ (7) 

Таким чином забезпечується виконання умови збереження повної ймовірності 

( )
0

1. 
m

i
i

p t
=

=∑ (8) 

Для стаціонарного режиму функціонування системи вектор граничних імовірностей π/piπ визна-
чається з розв’язку системи рівнянь 

0
0, 1. 

m
i

i
Q

=
π = π =∑ (9) 

Отриманий стаціонарний розподіл дозволяє визначити основні показники надійності та віднов-
люваності системи, зокрема імовірність перебування у працездатному стані, середній час віднов-
лення після аварії та коефіцієнт готовності системи [3], [4] 

На основі стаціонарного розподілу визначається коефіцієнт готовності системи 

0 ,  gK = π (10) 

який характеризує імовірність перебування системи у працездатному стані протягом довільного мо-
менту часу. 

Характерною особливістю людино-машинно-середовищних систем з підсистемою захисту є на-
явність різних часових масштабів перебігу процесів деградації, відновлення та автоматичного реагу-
вання. Зокрема, спрацювання підсистеми захисту відбувається значно швидше порівняно з еволюцією 
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технічного стану обладнання та процесами післяаварійного відновлення. Це обґрунтовує доцільність 
застосування сингулярно збурених марківських моделей для опису динаміки системи [2], [5]. 

Для формалізації різношвидкісних процесів введемо малий параметр 
 1,  ε  (11) 

який характеризує відношення характерного часу швидких переходів підсистеми захисту до часу 
повільних процесів деградації та відновлення системи. 

Фізично параметр 

 f

s

τ
ε =

τ
 (12) 

визначає відношення характерного часу спрацювання підсистеми захисту fτ  до характерного часу 

деградації або відновлення технічної підсистеми sτ . Малий параметр ε  відображає наявність часо-
вої ієрархії процесів у системі. 

З урахуванням цього матрицю інтенсивностей переходів марківського процесу доцільно подати 
у вигляді розкладу 

 1 ,  f sQ Q Q= +
ε

 (13) 

де  fQ  — матриця швидких переходів, що описує спрацювання підсистеми захисту та швидкі пе-

ремикання режимів функціонування;  sQ  — матриця повільних переходів, яка характеризує про-
цеси деградації технічних компонентів, відновлення працездатності системи та операторські керу-
вальні дії. 

Перший доданок визначає швидку динаміку системи, зумовлену спрацюванням підсистеми за-
хисту, тоді як другий — повільну еволюцію, пов’язану з деградацією та відновленням технічної 
підсистеми. 

У цьому випадку асимптотичний розклад розв’язку рівнянь Колмогорова дозволяє отримати оці-
нку похибки редукованої моделі 

 ( ) ( ) ( ) ,P t P t O− = ε  (14) 

що підтверджує коректність застосування агрегованої марківської моделі за малих значень параме-
тра ε . 

Тоді рівняння Колмогорова для вектора ймовірностей станів системи набуває вигляду 

 ( ) ( ) 1
f

dP t
P t Q Qs

dt
 = + ε 

 (15) 

і у такій формі дозволяє виділити швидку та повільну складові динаміки системи та застосувати 
асимптотичні методи аналізу багатомасштабних стохастичних процесів. У граничному випадку 

0ε→  швидка підсистема переходить у квазістаціонарний режим, тоді як подальша еволюція сис-
теми визначається повільною складовою процесу [2]. 

Фізично це означає, що підсистема захисту практично миттєво переводить систему у безпечний 
підпростір станів, після чого її подальша поведінка описується агрегованою марківською моделлю 
меншої розмірності. Такий підхід дозволяє істотно зменшити розмірність простору станів і підви-
щити ефективність аналізу процесів відновлення складних Л-М-С систем у післяаварійних режимах 
функціонування [3], [4] 

Для сингулярно збуреної марківської моделі людино-машинно-середовищної системи характер-
ною є наявність швидкої та повільної складових динаміки, що відповідають роботі підсистеми за-
хисту та процесам деградації й відновлення відповідно. У випадку малого параметра 1ε  швидка 
підсистема переходить до квазістаціонарного режиму функціонування значно швидше, ніж зміню-
ється стан повільної підсистеми. Це дозволяє застосувати асимптотичну декомпозицію марківсь-
кого процесу за часовими масштабами [2], [5]. 

Квазістаціонарний розподіл швидкої підсистеми визначається розв’язком рівняння 



ISSN 1997-9266. Вісник Вінницького політехнічного інституту. 2026. № 4 

113 

 0,   1,  f i
i

Qπ = π =∑  (16) 

де π— стаціонарний розподіл швидких переходів, що описує внутрішню рівновагу підсистеми за-
хисту за фіксованого стані повільної підсистеми. 

Це рівняння означає, що швидка підсистема досягає внутрішньої рівноваги значно швидше, ніж 
змінюється стан повільної підсистеми. 

Після завершення швидкого перехідного процесу подальша еволюція системи описується агре-
гованою марківською моделлю, генератор якої має вигляд 

 ,  sQ Q= Π  (17) 

де Π  — матриця стаціонарних розподілів швидкої підсистеми, сформована на основі вектора π, а 
sQ  — матриця інтенсивностей повільних переходів. 
Отже, вплив швидких процесів враховується опосередковано через ефективні коефіцієнти пере-

ходів у редукованій моделі. 
Матриця Π  описує стаціонарні розподіли швидких переходів підсистеми захисту та визначає 

ефективні інтенсивності переходів між агрегованими станами системи з урахуванням впливу шви-
дкодійних механізмів стабілізації режимів функціонування. Таким чином, початкова багатомасш-
табна марківська модель редукується до еквівалентної моделі меншої розмірності, що істотно спро-
щує аналіз процесів післяаварійного відновлення системи та дозволяє визначати стаціонарні 
характеристики її функціонування з урахуванням взаємодії технічної підсистеми, оператора і під-
системи захисту [2], [3]. 

Застосування асимптотичного підходу забезпечує можливість формування ефективного генера-
тора агрегованого процесу та створює математичну основу для оцінювання показників готовності, 
надійності та середнього часу відновлення людино-машинно-середовищних систем у післяаварій-
них режимах функціонування [4]. 

Для кількісного опису післяаварійної динаміки людино-машинно-середовищної системи розглянемо 
спрощену марківську модель процесу відновлення з трьома дискретними станами функціонування 
 0, 1, 2,S S S S=  (18) 

де 0S  — нормальний режим роботи системи; 1S  — аварійний режим; 2S  — режим відновлення 
працездатності системи.  

Граф (рис.) відображає основні переходи між станами системи: виникнення аварії ( λ ), її локалі-
зацію підсистемою захисту (µ ) та відновлення працездатності (ν ). Така структура відповідає цик-
лічній моделі функціонування складних технічних систем. 
 

 
Граф переходів станів людино-машинно-середовищної системи 

 

Еволюція системи між цими станами описується марківським процесом безперервного часу з 
матрицею інтенсивностей переходів 
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0

0
0

Q
v v

−λ λ 
 = −µ µ 
 − 

, (19) 

де λ  — інтенсивність виникнення аварійної події; µ  — інтенсивність локалізації аварії підсисте-
мою захисту; v  — інтенсивність відновлення працездатності системи. 

Така структура генератора переходів відповідає циклічній схемі функціонування «нормальний 
режим — аварія – відновлення – нормальний режим» і дозволяє формалізувати процеси деградації 
та відновлення технічної системи в межах єдиного стохастичного опису [3], [4]. 

Динаміка ймовірностей перебування системи у відповідних станах визначається рівняннями Ко-
лмогорова (4), (5) 

Стаціонарний розподіл імовірностей 0 1 2, ,π = π π π  визначається системою рівнянь 

 0 1 20; 1. Qπ = π + π + π =  (20) 

Розв’язок цієї системи дозволяє отримати аналітичні оцінки коефіцієнта готовності системи, імо-
вірності перебування у відмовному стані та середнього часу відновлення після аварії [3]. 

Побудована сингулярно збурена марківська модель процесів переходу між станами людино-ма-
шинно-середовищної системи дозволяє визначити основні кількісні характеристики її післяаварій-
ного функціонування, зокрема імовірність перебування системи у критичному стані, середній час 
відновлення працездатності, інтенсивність переходу до безпечного режиму роботи та ефективність 
функціонування підсистеми захисту [3], [4]. 

Нехай стаціонарний розподіл імовірностей перебування системи у станах 
 0 1 2, ,π = π π π  (21) 

визначається як розв’язок системи рівнянь 

 
2

0
0; 1,  i

i
Q

=
π = π =∑  (22) 

де Q  — матриця інтенсивностей переходів марківського процесу. Тоді величина 1π характеризує 
імовірність перебування системи у критичному (аварійному) стані, а 0π — імовірність її працездат-
ного функціонування, що інтерпретується як коефіцієнт готовності системи [3]. 

Середній час перебування системи у стані відновлення визначається як математичне сподівання 
тривалості перебування у відповідному стані марківського процесу 

 1 ,  T =
ν

 (23) 

де ν  — інтенсивність відновлення працездатності системи. Ця величина характеризує швидкість 
повернення системи до нормального режиму роботи після аварійного переходу. 

Середній цикл функціонування системи визначається сумарним часом перебування у нормаль-
ному, аварійному та відновлювальному станах 

 1 1 1 .cycleT = + +
λ µ ν

 (24) 

Цей показник характеризує повний часовий інтервал одного циклу «нормальний режим – аварія 
– відновлення». 

Інтенсивність переходу до безпечного режиму функціонування визначається параметром µ , 
який характеризує швидкодію підсистеми захисту та ефективність локалізації аварійної ситуації. 
При цьому ефективність функціонування підсистеми захисту може оцінюватися через умовну імо-
вірність повернення системи до працездатного стану після аварійного переходу 

 ,  µ
η =

µ + ν
 (25) 

що відображає співвідношення швидкості локалізації аварії та швидкості відновлення системи. 
Інтегральний показник ефективності функціонування підсистеми захисту може бути також 
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визначений співвідношенням 

  E µ
=
λ + µ

, (26) 

яке характеризує імовірність локалізації аварійної ситуації до переходу системи у критичний стан. 
Середній час перебування системи в аварійному стані визначається співвідношенням 

 1
failT =

µ
, (27) 

що характеризує швидкість локалізації аварійного режиму підсистемою захисту. 
У разі використання сингулярно збуреної структури матриці інтенсивностей переходів ефективні 

характеристики відновлення визначаються вже агрегованою матрицею переходів, що дозволяє вра-
хувати вплив швидкодійної підсистеми захисту на стаціонарні показники готовності та надійності 
системи. Такий підхід забезпечує можливість отримання узагальнених оцінок часу відновлення та 
імовірності перебування системи у безпечному режимі з урахуванням багатомасштабної структури 
процесів її функціонування [2], [4]. 

Для підтвердження практичної реалізації запропонованої моделі розглянемо спрощену людино-
машинно-середовищну систему з трьома станами: 0S  — нормальний режим, 1S  — аварійний ре-

жим, 2S  — режим відновлення. Нехай інтенсивність виникнення аварії становить 10,02 год−λ = , 

інтенсивність локалізації аварії підсистемою захисту — 10,50  год−µ = , а інтенсивність відновлення 

системи — 10,25 год−ν = . Тоді матриця інтенсивностей переходів має вигляд: 

 
0,02 0,02 0

 0 0,50 0,50
0,25 0 0,25

Q
− 
 = − 
 − 

. 

Стаціонарний розподіл імовірностей визначається з системи 
 0 1 20; 1. Qπ = π + π + π =  

Для заданих параметрів отримуємо  0 1 20,893; 0,036; 0,071. π = π = π =  
Отже, коефіцієнт готовності системи становить 

 0 0,893. gK = π =  

Імовірність перебування системи в аварійному стані дорівнює 
 1 0,036. critP = π =  

Середній час перебування системи у стані відновлення визначається як 

 1 1 4 год. 
0,25recT = = =

ν
 

Середній час локалізації аварійного режиму підсистемою захисту становить 

 1 1 2 год. 
0,50locT = = =

µ
 

Середній цикл функціонування системи можна оцінити як 

 1 1 1 50 2 4 56 год. cycleT = + + = + + =
λ µ ν

 

Для оцінювання впливу швидкодійної підсистеми захисту порівняємо базовий варіант з варіан-
том підвищеної швидкодії, коли 11,00  год−µ = , а інші параметри залишаються незмінними. У 
цьому випадку: 
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 1 1  год. 
1,00locT = =  

Стаціонарні імовірності набувають значень  0 1 20,909; 0,018; 0,073. π = π = π =  

Порівняння результатів показує, що збільшення інтенсивності локалізації аварії з 0,50 до 
1,00 год−1 зменшує імовірність перебування системи в аварійному стані з 0,036 до 0,018, тобто 
майже вдвічі. Водночас коефіцієнт готовності системи зростає з 0,893 до 0,909. 

Отримані результати підтверджують практичну придатність запропонованої марківської моделі 
для кількісного оцінювання ефективності підсистеми захисту. Зокрема, модель дозволяє дослідити 
вплив інтенсивностей переходів ,  , λ µ ν  на імовірність критичного стану, коефіцієнт готовності та 
середній час відновлення системи. Це створює основу для вибору параметрів підсистеми захисту, 
оптимізації часу реагування та підвищення загальної надійності людино-машинно-середовищної 
системи. 

Запропонована сингулярно збурена марківська модель процесів відновлення людино-машинно-
середовищних систем може бути застосована для аналізу широкого класу технічних систем крити-
чної інфраструктури, що характеризуються наявністю швидкодійних підсистем захисту та багато-
масштабної динаміки функціонування. 

Насамперед до таких систем належать енергетичні системи та електроенергетичні мережі, де пі-
дсистеми релейного захисту та автоматики (РЗА) забезпечують миттєве реагування на аварійні від-
хилення параметрів режиму. У цьому випадку швидкі переходи fQ  описують спрацювання захисту 

(відключення ліній, генераторів), тоді як повільні переходи sQ  характеризують процеси віднов-
лення енергосистеми, повторного включення обладнання та дії диспетчерського персоналу. 

Другим важливим класом є транспортні системи, зокрема залізничні комплекси та системи ке-
рування рухом, де автоматичні системи сигналізації та блокування виконують функції швидкого 
реагування на небезпечні ситуації. У таких системах модель дозволяє оцінити імовірність виник-
нення аварійних ситуацій, ефективність спрацювання захисту та середній час відновлення нормаль-
ного режиму руху. 

Третій напрям застосування пов’язаний з авіаційними та космічними системами, де системи ав-
томатичного контролю та захисту забезпечують стабілізацію параметрів польоту та запобігання 
критичним відмовам. У цьому випадку сингулярно збурена структура моделі дозволяє врахувати 
значну різницю між швидкістю спрацювання бортових систем захисту та процесами прийняття рі-
шень оператором або наземним персоналом. 

Окрему групу становлять інформаційно-керувальні та кіберфізичні системи, у яких функціону-
ють автоматичні механізми захисту від збоїв і кіберзагроз. У таких системах швидкі переходи від-
повідають реакції систем безпеки (firewall, intrusion detection), а повільні — відновленню працезда-
тності сервісів і втручанню оператора. Запропонована модель дозволяє оцінити надійність системи 
в умовах динамічних атак і відновлення після інцидентів. 

Також модель може бути ефективно використана для аналізу промислових автоматизованих си-
стем керування (SCADA, АСУ ТП), де підсистеми аварійного захисту забезпечують швидке відк-
лючення обладнання у разі виходу параметрів за допустимі межі. У цьому випадку застосування 
сингулярно збурених марківських моделей дозволяє оцінити ефективність алгоритмів захисту, мі-
німізувати час простою обладнання та підвищити загальну надійність виробничих процесів. 

Висновки 

Розроблено сингулярно збурену марківську модель процесів відновлення людино-машинно-се-
редовищних систем з підсистемою захисту, яка дозволяє врахувати різні часові масштаби функціо-
нування технічних компонентів, оператора та підсистеми захисту. Запропонований підхід забезпе-
чує можливість агрегування станів системи та побудови редукованої математичної моделі меншої 
розмірності. 

Показано, що використання сингулярно збурених марківських моделей дозволяє підвищити ефе-
ктивність аналізу післяаварійних режимів функціонування складних технічних систем та забезпечує 
можливість оцінювання основних характеристик процесів відновлення системи. 

Запропонований підхід дозволяє зменшити розмірність простору станів марківської моделі без 
втрати точності опису процесів післяаварійного відновлення людино-машинно-середовищних систем. 
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Наукова новизна отриманих результатів полягає у розробленні сингулярно збуреної марківської 
моделі процесів відновлення людино-машинно-середовищних систем з підсистемою захисту, яка 
враховує різні часові масштаби функціонування підсистем та забезпечує можливість редукції скла-
дної математичної моделі до агрегованої марківської системи меншої розмірності. 

Перспективи подальших досліджень пов’язані з розробленням чисельних алгоритмів аналізу си-
нгулярно збурених марківських моделей та їх застосуванням для дослідження процесів відновлення 
складних технічних систем критичної інфраструктури.
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Singularly Perturbed Markov Models of Recovery Processes of 
Human–Machine–Environmental Systems with a Protection Subsystem 
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The relevance of the study is due to the need to increase the efficiency of mathematical modeling of the recovery processes 
of complex human-machine-environmental systems operating in post-accident modes and is characterized by the presence 
of fast-acting protection subsystems, different time scales of the course of degradation and recovery processes. Traditional 
Markov models of continuous time do not always enable to adequately take into account the multi-scale structure of the 
dynamics of such systems, which necessitates the use of singularly perturbed stochastic models. 

The aim of the article is to develop a singularly perturbed Markov model of the recovery processes of a human-machine-
environmental system with a protection subsystem and to study its asymptotic properties taking into account different time 
scales of the subsystems’ functioning. 

The methodological basis of the study is the apparatus of Markov processes of continuous time, methods of asymptotic 
analysis of singularly perturbed systems, Kolmogorov equations and approaches to the aggregation of states of multi-scale 
stochastic models. The paper proposes the representation of the transition intensity matrix as the sum of fast and slow com-
ponents with the introduction of a small parameter characterizing the ratio of time scales of the functioning of the protection 
subsystems and the technical system. 

A generalized singularly perturbed Markov model of the post-accident recovery processes of the human-machine-envi-
ronmental system has been developed, which allows taking into account the interaction of the technical subsystem, the oper-
ator and the protection subsystem in a single stochastic state space. An aggregated transition matrix of the reduced model 
has been obtained and the possibility of determining the stationary characteristics of the system functioning, in particular the 
readiness coefficient, the average recovery time and the probability of the system being in a critical state, has been shown. 

The scientific novelty of the obtained results lies in the construction of a singularly perturbed Markov model of the recovery 
processes of human-machine-environmental systems with a protection subsystem, which allows taking into account the multi-
scale structure of the functioning processes and performing a reduction of the state space without losing the accuracy of the 
description of the post-accident dynamics of the system. 

The practical significance of the results obtained lies in the possibility of using the proposed model to assess the reliability 
and readiness indicators of complex technical systems of critical infrastructure, as well as to analyze the efficiency    of pro-
tection subsystems functioning in emergency modes. 
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